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RESUMO

Nesta dissertacdo é apresentada a teoria que envolve o modelo de Black — Scholes como
uma alternativa de investimento para produtores rurais dos Vales do Jequitinhonha e Mucuri.
Ao fazer um estudo sobre os produtores rurais dos vales, percebe-se que a produ¢do no campo
é voltada para a subsisténcia, vendendo somente 0 excedente. Foi constatado que a falta de
investimento no campo reduz em partes o nivel de producéo do produtor rural. A alternativa de
investimento através do modelo de Black — Scholes na precificacdo de opg¢des se faz necessario
ndo somente para se ter um maior investimento no meio rural, mas sim, ser também uma outra
forma de se obter renda com técnicas aplicadas na Bolsa de Valores, ajudando o homem do
campo em ter uma estabilidade financeira baseada ndo somente em sua producéo.

E realizado um estudo criterioso da equacdo diferencial parcial estocéstica advinda
deste modelo, no tocante a determinacdo de possiveis simula¢fes de problemas enfrentados
diante das volatilidades dos mercados na precificacdo de opcdes. Para que o produtor rural
utilize o0 modelo de Black — Scholes é interessante se observar como se comporta 0S Seus
parametros. Entdo foi realizado uma analise do comportamento do valor da precificacdo de
opcdes em relacdo aos parametros do modelo de Black — Scholes baseados em dados reais
retirados da BM&FBOVESPA. E apresentada uma breve comparagdo do modelo de Black —
Scholes com 0 modelo Binomial, comparacéo feita com um exemplo de obtencdo do valor da
opcao de compra e venda via Binomial e Black — Scholes, e neste exemplo € observado um
melhor retorno para o modelo Binomial.

E observado ao longo da pesquisa que existem dois parametros que mais oscilam nos
mercados, que sdo a volatilidade e a taxa de juros. Para se fazer bons investimentos, o produtor
rural deve ficar atento e ter ciéncia do comportamento da oscilacdo desses parametros. Para se
ter uma melhor representacdo da variagdo desses parametros, é feito uma comparacédo entre o
valor das opcOes de compra e venda calculados pelo modelo de Black — Scholes e Binomial.
Para a taxa de juros o modelo Binomial apresentou valores fora do esperado em relagéo ao
modelo de Black — Scholes.

Devido a caréncia de informagdes a respeito de como se investir na Bolsa de Valores, é
criado uma cartilha que se encontra nos anexos desta dissertacdo voltada para o produtor rural,
sobre como fazer um investimento na Bolsa de Valores e quais procedimentos iniciais deve-se
tomar para obter éxito nos mercados. Desses estudos, conclui-se que é possivel o produtor rural

investir pequenas quantias de dinheiro e obter retornos significativos em relacdo ao



investimento inicial. Podendo assim, aplicar parte desse dinheiro em seu trabalho no campo e

também ter uma forma de renda quando os retornos das producdes no meio rural ndo forem

favoraveis.

Palavras-chave: Black — Scholes. Produtor. Binomial. Opc6es. Volatilidade.



ABSTRACT

In this dissertation there is presented the theory that involves the Black model — Scholes
as an alternative of investment for rural producer Jequitinhonha and Mucuri Valleys. When
doing a study on the rural producers of the valleys, it is seen that the production in the field is
turned for the subsistence, selling only the excess. It was noted that the lack of investment in
the field reduces in parts the level of production of the rural producer. The investment
alternative through Black model — Scholes in the options pricing is made necessary not only in
order that a bigger investment has been in the rural environment, but yes, to be also another
form of income being obtained with techniques applied in the valuable Stock Exchange, helping
the man of the field in having a financial stability based not only on his production.

It is accomplished out a discerning study of the partial differential equation stochastic
resulted from this model, regarding the determination of possible simulations of problems faced
before the volatilities of the markets in the options pricing. For the rural producer to use the
Black model — Scholes is interesting it will notice how if it holds his parameters. Then there
was accomplished out an analysis of the behavior of the value of the pricing of options regarding
the parameters of the Black model — Scholes based on retired real data of the BM&FBOVESPA.
There is presented a short comparison of the Black model — Scholes with the Binominal model,
comparison done with an example of getting the value of the option of purchase and sale was
seeing Binomial and Black — Scholes, and in this example a better return is observed for the
Binomial model.

It is observed throughout the research that there are two parameters that more oscillate
in the markets, which are the volatility and the interest rate. In order that good investments
become, the rural producer must be attentive and have science of the behavior of the oscillation
of these parameters. In order that there has been a better representation of the variation of these
parameters, it is done a comparison between the value of the options of purchase and sale
calculated by the Black model — Scholes and Binomial. For the interest rate the Binomial model
presented values out of the waited one regarding the Black model — Scholes.

Due to lack of information about how to invest in the Stock Exchange, it is created a
primer that is in the annexes of this dissertation turned to the rural producer how to make an
investment in the Stock Exchange and it is necessary to take which initial proceedings to obtain
succeed in the markets. Of these studies, it is ended that the possible the rural producer to invest

small amounts of money and to obtain significant returns regarding the initial investment. Being



able so, to apply part of this money in his work in the field and also to have the form of income

when the returns of the productions in the rural environment are not favorable.

Key - words: Black — Scholes. Producer. Binomial. Options. Volatility.
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1 INTRODUCAO

Os mercados de derivativos tém sido objeto de inimeros estudos. Tal fato deve-se a
preocupacéo dos gestores da Bolsa de Mercadorias e Futuros — BM&F, os quais identificaram
um desconhecimento dos processos por parte das pessoas fisicas nas operagdes financeiras
realizadas cotidianamente nas Bolsas de Valores. Devido a falta de conhecimento a respeito do
funcionamento de tal 6rgéo, é necessaria a realizacdo de estudos significativos a respeito de tais
Mercados, visando uma aproximacéo da sociedade civil com esta entidade.

Para entender o que é o Mercado de Derivativo € necessario saber o significado da
palavra “derivativo”. De acordo com [17], um dos seus significados ¢é “relativo a derivagdo, ou
seja, origina-se de outro”. Os derivativos sdo instrumentos financeiros, nos quais 0s seus precos
estdo ligados a outro instrumento que lhes servem de referéncia. A precificacdo de tais
instrumentos é realizada no mercado a vista. O mercado de derivativos se subdivide em trés
tipos diferentes, a saber: Mercado a Termo, Mercado Futuro e Mercado de Opcdes. Tais termos
serdao melhores explicados na secéo 3.

Em particular, ao analisar os mercados de opg¢des, € comum se deparar com um sério
problema. Tendo em vista que o preco de um bem é fixado em uma data futura, torna-se muito
arriscado operar em tais mercados em virtude das possiveis eventualidades futuras. Por
exemplo, suponha que um produtor de soja resolva negociar certa quantidade de sacas, que
serdo colhidas em um tempo futuro. Se, no tempo presente, um investidor tem a intencdo de
comprar tais sacas, havera a necessidade da negociacdo de um contrato de compra com 0
produtor. Este contrato devera conter o preco a ser pago pela saca na época da entrega do
produto. Porém, ao fixar o preco do produto, tanto o investidor quanto o comprador ndo podem
desconsiderar eventualidades futuras tais como problemas de sazonalidade?, infestagdo de
pragas ou superproducdo. Deste modo, a precificacdo do produto acaba tornando-se uma
“ciéncia adivinhativa”, na qual tanto comprador quanto vendedor assume o risco de prejuizo.

Os produtores rurais dos Vales do Jequitinhonha e Mucuri vendem seus excedentes em
pequenas feiras e mercados nas cidades, sem nenhuma forma de contrato ou resguardo
especifico, [2], no entanto, o produtor sofre com as dificuldades apresentadas com o trabalho
na terra. Maior parte de suas producdes € para a subsisténcia, sendo vendido somente uma
pequena parte da producgéo. Esses produtores rurais sofrem com problemas financeiros, pois a

regido dos vales é considerado pobre, apresentando familias com alto grau de caréncia

!Producéo de determinado produto somente em épocas especificas do ano.
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econdmica, veja [29]. A preocupacdo em se ter feiras e comércios organizados se remontam a
era Medieval?, tendo noticias de contratos de comércios mais sofisticados ja nos anos de 1840.
Tal fato, leva ha uma preocupacéo referente a regido dos vales em saber se é possivel criar
mecanismos que possam incentivar a producdo no meio rural com novas alternativas de
investimentos, motivando estudos a respeitos dos mercados financeiros.

Portanto, a precificacio de op¢Bes® de compra e venda torna-se um problema sério
nestas negociacdes. O problema central da negociacéo consiste no gerenciamento dos riscos, a
fim de possibilitar uma precificacao justa de uma op¢do. Um dos primeiros a estudar a teoria
de precos de acdes* flutuantes foi L. Bachelier® (1900), cujo trabalho pode ser visto em [6].
Neste contexto, os economistas Fischer Black e Myron Scholes apresentaram, em 1973, a
formula de Black — Scholes no artigo “The Pricing of Options and Corporate Liabilities” (A
Precificacdo de Opcdes e Responsabilidades Corporativas), em [27], como é possivel ver a

sequir,

av 1 0%V av
E(t,S) + E"Zszﬁ(ts) + rSg(t,S) - rV(t,S) =0 (1.1)
que modela o preco V de uma opcéo europeia®, em funcio do tempo t e do valor S do ativo,
onde r é ataxade juros e o2 é a variancia.

O estudo do modelo de Black — Scholes se faz importante, sendo que a demonstracao
da construcdo do modelo ndo é amplamente difundida, bem como o Calculo de It6, conforme
[12], o qual é fundamental em sua construcdo, apesar de ndo seguir as regras usuais do célculo
diferencial Newtoniano. E importante evidenciar e é dar sentido & equacdo (1.1) embasada na
juncdo das teorias da Formula de 1td, dos Processos Estocasticos, das Equacdes Diferenciais
Parciais Estocasticas, do Movimento Browniano, e da Teoria Moderna de Probabilidade, como
podem ser vistos em [12] e [36].

Fazer o entendimento do estudo sobre os mercados de futuros e de opcdes, se faz
necessario para entender melhor o aprecamento de opg¢Ges. Tendo como objetivo especifico

fazer uma anéalise do modelo de Black — Scholes, bem como das equac@es diferenciais parciais

2 periodo da histdria da Europa entre os séculos V e XV.

3Contratos que concedem o direito, mas ndo a obrigacdo de comprar, ou vender determinado ativo (para
maiores detalhes sobre ativos ver definigdo (2.7.1)) em uma data futura especificada.

“E o valor mobiliario emitido pelas companhias e representativo de parcela do capital.

SLouis Jean Baptiste Alphonse Bachelier nasceu na cidade de Le Havre em 11 de margo de 1870, e morreu
na cidade de Saint-Malo em 26 de abril de1946, foi um grande matematico francés.

50 titular da opcéo s6 pode exercer o contrato no fim da maturidade.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Le_Havre
http://pt.wikipedia.org/wiki/11_de_mar%C3%A7o
http://pt.wikipedia.org/wiki/1870
http://pt.wikipedia.org/wiki/Saint-Malo
http://pt.wikipedia.org/wiki/26_de_abril
http://pt.wikipedia.org/wiki/1946
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Fran%C3%A7a
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advindas desse modelo, visando sua construcdo e determinagéo de possiveis solu¢bes com base
em dados reais de mercados.

O foco central da dissertacdo € apresentar uma alternativa de investimento para 0s
produtores rurais dos Vales do Jequitinhonha e Mucuri. Uma dessas alternativas é a utilizacao
do modelo de Black — Scholes como forma de investimento e discutindo suas implicagfes ao
se usar este modelo. Um dos objetivos especificos é apresentar o entendimento das
potencialidades do modelo de Black — Scholes em comparacdo com o modelo Binomial
considerando a volatilidade e a taxa de juros, dando uma opcao para o produtor rural em também
escolher outro modelo de precificagéo.

Investir na Bolsa de Valores como alternativa de ganho monetario para o produtor rural,
leva a necessidade de se elaborar uma cartilha com algumas informacgdes primarias a respeito
de como investir com seguranca na bolsa de valores. E feito uma breve discursdo a respeito do
primeiro investimento. Nessa cartilha encontra-se informacgdes que possibilita uma melhor
compreensdo técnica de como o produtor rural possa fazer seu investimento. A cartilha é
apresentada nos anexos dessa dissertacao.

Por fim, deseja-se aplicar um exemplo usando dados reais aplicados a teoria dos
Mercados de Futuros e Opgdes em paralelo juntamente com um outro modelo muito utilizado
nos mercados de opcbes, 0 modelo Binomial desenvolvido em 1979 por Cox, Ross e
Rubinstein. Dessa forma, é discutido sobre qual melhor modelo usar, e em qual situacéo é mais

eficaz a precificacdo das opcoes.
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2 METODOLOGIA

O estudo desta dissertagdo envolveu primeiramente a obtencgdo de informagdes tedricas,
de carater exploratorio e descritivo, apoiado numa pesquisa bibliografica com base em diversos
autores que abordam o tema tratado. Alem da leitura de artigos, livros, documentos impressos
ou inseridos em meios eletronicos, dissertagcdes e teses, que tratam sobre o assunto existente
nos mercados. Tendo como a finalidade, explorar os conceitos sobre derivativos, mercado de
opcdes, precificacdo de ativos e mercados de acoes.

E abordado ao longo do texto temas que envolvem os mercados financeiros, tratando
especificamente de dois modelos de precificacdes de op¢des 0 modelo de Black — Scholes e o
modelo Binomial. Nessa temética é discutido os procedimentos que traduzem a precificacao de
opcdes do tipo europeia, elencando as técnicas de precificacdo que giram em torno dos modelos.

Outro ponto transcorrido no texto € sobre os produtores rurais dos vales do
Jequitinhonha e Mucuri. E discutido como se procede o trabalho no meio rural, suas
dificuldades e investimentos nesse setor. Desse enfoque, &€ proposto uma cartilha auto
explicativa voltada para os produtores rurais. Nesta cartilha, os produtores irdo encontrar meios
de se investir nos mercados financeiros, podendo utilizar o modelo de Black — Scholes e
Binomial para precificar opcbes. Dando base também, para que qualquer pessoa fisica possa
fazer seu primeiro investimento.

E realizado uma simulacdo com dados reais que precificam opcdes utilizando o modelo
de Black — Scholes e Binomial. E feito uma comparacéo dos valores das variaveis do modelo
de Black — Scholes com o valor da opgdo de compra e venda referente a este modelo. Em
seguida, é apresentado a precificacdo de opg¢des via Binomial em comparacdo com Black —
Scholes. E por fim, comparado os valores gerados via modelo de Black — Scholes e Binomial
da precificagdo de opgdes, levando em consideragdo uma das varidveis mais volateis nos

mercados, que é a taxa de juros e a volatilidade.
2.1 Fonte de Dados
Os dados utilizados para a realizagédo das simulagdes na se¢édo 8 foram coletados no site

da BM&FBOVESPA. Os valores dos ativos objetos se referem ao més de abril do ano de 2016,
tendo como base os valores da volatilidade anualizada. A volatilidade utilizada para cada agéo
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se refere ao calculo histdrico’ referente a0 més de abril de 2015 ha abril do ano de 2016,
totalizando 252 dias Uteis.

A taxa de juros Selic, apresentada na dissertacdo coletada no més de abril do ano de
2016, € a menor taxa de juros no mercado, usada como base para outras taxas de juros na
economia brasileira, para seu calculo é considerado as opera¢des de compra e venda de titulos
federais®. Esta taxa é expressa na forma anual de 252 dias (teis e ndo é fixa, variando
praticamente todos os dias, porém dentro de um intervalo pequeno. Existe uma meta da taxa
selic, que é determinada oito vezes por ano, estabelecido pelo Comité de Politica Monetaria,
6rgdo constituido com a finalidade de estabelecer as diretrizes da politica monetéaria e definir
a taxa bésica de juros.

A metodologia do célculo da volatilidade é feita através da seguinte equacéo,

o7 = Y o(Rie —im)(Rir — ;)
L (n—1)

afj: Volatilidade entre o ativo i e j;
R; .: Retorno do ativo i no instante t;
R;+: Retorno do ativo j no instante T;
ft,: Retorno médio do ativo i;

it,- Retorno médio do ativo j;

n: Quantidade de retornos da amostra.

A metodologia do célculo da taxa de juros Selic é feita através da seguinte equacao,

VI PR A
Taxa Selic = {[(M —1|x100; ao ano
j=1Yj

L;: Fator diario correspondente a taxa da j — ésima operagao;
V;: Valor financeiro correspondente a taxa da j — ésima operagao,

n: NUmero de operacdes que compdem a amostra.

"Volatilidade calculada através do desvio padrdo histdrico dos retornos do ativo objeto no periodo
considerado de um ano.

80s titulos publicos federais que representam a disponibilidade financeira do governo federal brasileiro
e sdo emitidos pelo Tesouro Nacional.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Pol%C3%ADtica_monet%C3%A1ria
https://pt.wikipedia.org/wiki/Taxa_b%C3%A1sica_de_juros
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Para mais informac0es a respeito dos calculos da taxa de juros Selic e a volatilidade dos
ativos consulte [9]. Os outros dados coletados se referem a fontes bibliogréficas como citado

acima.
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3 FUNDAMENTOS DO MERCADO FINANCEIRO

O modelo de Black — Scholes estd intrinsecamente ligado aos mercados futuros.
Portanto é apresentado uma abordagem desse mercado e seus fundamentos, conforme [8], [17]
e [24].

3.1 No Comeco

Os mercados surgiram a partir da necessidade de administrar as alteragdes de pregos de
ativos agricolas. Em sintese, consideram-se ativos qualquer coisa que possa gerar lucro
econdmico. Na Grécia e Roma antiga, os mercados® ganharam um elevado grau de
institucionalizacdo, com horarios e locais fixos para acontecer as negociacdes, sistema de
escambo e de cdmbio de moedas, e um esquema de contratacdo para entrega futura. Logo no
inicio desses mercados, j& existia a preocupacdo dos compradores em adquirir junto aos
agricultores as futuras colheitas por um preco fixo. Esse procedimento tornou-se 6timo para as
partes envolvidas, sendo o embrido do mercado de entrega antecipada de um bem. Com o
declinio dessas civilizacdes, os principios basicos dos mercados centrais sobreviveram a
chamada Idade das Trevas, embora o amplo fluxo de comércio tenha sido interrompido.

A busca pela organizacao dos precos agricolas era grande desde os tempos medievais,
ocorrido noticias de realizacdo de acordos e contratos nas feiras da Europa do século XI1I. Com

0 passar do tempo, esse desejo foi aumentando e se espalhando pelo resto do mundo.

3.2 Caminhando Rumo ao Mercado Futuro Organizado

Durante a década de 1840, Chicago®® surgiu como um forte centro de mercado para os
Estados vizinhos. Agricultores se reuniam em épocas de colheitas para vender e trocar seus
grdos. Nessas oportunidades, muitas vezes o0s agricultores jogavam seus grdos no Lago
Michigan, por causa da falta de compradores e espago adequado para armazenamento das
sobras. Dessa forma, na primavera, ndo havia produtos agricolas suficientes para atender a
demanda, pois como alguns produtos agricolas eram de clima quente, os agricultores plantavam

no verao e consumiam no outono e no inverno. Quando chegava a primavera nao havia produtos

Resultado da existéncia de oferta e procura por um bem qualquer.
1Chicago é uma cidade situada no estado de Illinois-EUA.
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o suficiente. Com isso, tal situagdo levava a oscilacdo constante de precos de graos e de todos
os produtos de origem agricola, o que acabou por tornar-se um problema.

Considere um exemplo simples de oscilacdo de precos de produtos agricolas, o tomate,
um fruto tropical. Assim, sua producdo concentra-se nos periodos mais quentes do ano. No
periodo de safra, o preco de venda do tomate diminui pelo motivo da grande quantidade
disponivel para compra. Os interessados em adquirir este produto compram-no por um preco
muito abaixo e os produtores acabam por nao receberem os lucros esperados.

Jano inverno, o preco de compra do tomate aumenta significativamente, pois sua oferta
diminui por causa das condig¢des climaticas. Portanto, os interessados em ter este produto em
sua mesa devem estar dispostos a pagar um preco mais alto por ele. Desta forma, o preco deixa
de ficar atraente para grande parte dos compradores. Estas situacdes fizeram com que
agricultores e compradores buscassem formas de diminuir as variagdes abruptas de precos que

ocorriam com Varios produtos.

3.3 Junta Comercial de Chicago

Por volta de 1848, comerciantes de graos se reuniram para formar uma troca de gréos
organizada, na Junta Comercial de Chicago (CBOT?). A Junta Comercial de Chicago nada
mais era do que uma associacao de comerciantes que criaram um local especifico e organizado
de encontro para compradores e vendedores de diversos graos, assim eles poderiam se reunir e
realizar seus negécios. Com o passar do tempo, alguns investidores observaram uma
oportunidade de construir silos para armazenar os gréos para consumo durante todo o ano. Esta
acdo permitiu que o abastecimento de produtos agricolas se tornasse mais constante nos
periodos de procura e oferta, o que trouxe estabilidade para o preco dos gréos durante o decorrer
do ano.

No principio da decada de 1970, os negdcios com mercadorias representavam uma parte
da totalidade das transagdes realizadas em mercados futuros organizados. Estes mercados eram
um local onde se negociavam acordos de compra e venda que s6 seriam realizados no futuro.
O inicio da negociacdo de ativos financeiros nos Mercados Futuros deu-se em 1973, com o
surgimento do International Monetary Market pela Chicago Mercantile Exchange, negociando

contratos futuros de cAmbio®?. Esses contratos de futuros sobre as mercadorias, representam um

1Sigla em inglés da Junta Comercial de Chicago significa: Chicago Board of Trade.
1205 contratos futuros de cambio consistem em assumir posicdes compradas ou vendidas em contratos de
dolar com vencimento em uma data futura especificada, por prego previamente estabelecido.
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compromisso de poder entregar ou de poder receber certa quantidade de mercadorias a certo
preco num lugar fixado pelo contrato.

O foco desse mercado organizado de futuros objetiva em formalizar os contratos para
entrega diferida de mercadorias e meios faceis para melhorar o funcionamento dos contratos a
vista. Neste caso, o contrato era um tipo de termo que regia a negociacgao e consistia em comprar
e pagar a mercadoria no tempo presente e recebé-la depois num tempo futuro.

A partir de 1800, essa troca de mercadoria passou a ocorrer de forma centralizada em
Chicago. Esse procedimento ajudou a estabilizar a flutuacdo dos precos. Contudo, essa
centralizacdo ndo eliminou a oscilagdo de precos em sua totalidade.

Os comerciantes ainda tinham que pensar em outros problemas na precificacao de seus
produtos, tais como: geadas, secas graves e infestacdo de insetos e outros desastres naturais, 0s
quais influenciavam a oferta de mercadorias agricolas. Algumas doencas também poderiam
matar rebanhos inteiros de gado ou mesmo atrasar 0s prazos de venda. Da mesma forma, a
instabilidade politica ou guerras provocavam desequilibrio nas ofertas.

Desta forma, surgiu a necessidade de ter um padrdo para os contratos fazendo uma
ligacdo entre a liquidez dos negocios e a formacao correta dos precos. A partir desse momento,
surgiram entdo os Contratos a Termo que posteriormente se transformaram nos atuais Contratos

Futuros.

3.4 Contrato a Termo

Para tentar lidar com as outras causas de incertezas quanto ao preco dos produtos, 0s
agricultores e os comerciantes comecaram a fazer alguns acordos chamados contratos a termo
ou vendas a prazo em dinheiro. O contrato a termo é uma negociacdo em particular ou privada
feita no presente que estabelece o preco de uma mercadoria a ser entregue em um tempo futuro.
Essa proposta alegrou os compradores e vendedores, pois estes poderiam fixar o preco de venda
das mercadorias com certa antecedéncia, e diminuir dessa forma a preocupagéo com flutuacGes
que 0s precos viessem a sofrer.

Os contratos a termo representaram um grande avango, porém néo tirava todo o risco de
inadimpléncia entre as partes envolvidas na negociacdo. Por exemplo, se 0s comerciantes ja
tivessem estabelecido o preco da mercadoria a ser entregue no futuro e se encontrassem uma
proposta de venda melhor, estes poderiam mudar seus acordos. Com isso, Se 0S precos

aumentassem drasticamente antes da data de entrega estabelecida pelo contrato, os
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comerciantes poderiam vender para outra pessoa a um pre¢co muito mais elevado. Para resolver
esse problema, foi exigido nas transacOes entre 0s comerciantes um depdsito em dinheiro em
uma conta de custodia, que serviria como seguranca caso houvesse omissao no contrato por
alguem das partes. Deste modo, a outra parte iria receber o dinheiro a titulo de reembolso por
qualquer inconveniente ou perda financeira. Isso ajudou a garantir que ambos os lados
cumprissem de fato o trato firmado. Os contratos a termo representaram uma grande melhora
na negociacdo das mercadorias, porém nao fossem a solucédo plausivel para todos os problemas.

Logo os comerciantes tiveram que buscar outra forma de resolver essas dificuldades.

3.5 Contratos Futuros

Os contratos a prazo evoluiram para os contratos futuros de hoje. Uma grande vantagem
dos contratos padronizados consiste na sua facilidade de negociagdo. Como resultado, o
contrato normalmente mudava de maos muitas vezes antes de suas datas de entrega
especificadas ser efetuada. Como resultado direto, a quantidade de compradores de contratos
futuros aumentou enormemente. A capacidade de eliminar uma “posi¢ao”*® em um contrato de
compra ou venda antes da data de entrega, chamado de “compensagio”!*, é uma caracteristica
chave da negociacdo de futuros. Na verdade, apenas cerca de 3% de todos os contratos de
futuros atualmente resulta na entrega fisica do produto, conforme [8], porque a maioria das

pessoas limpa ou elimina as suas posic¢des antes do contrato expirar.

3.6 No Brasil

A experiéncia no Brasil com mercados futuros comecou no século XX, em 1917, quando
foi criada a primeira bolsa de mercadorias agricolas, a Bolsa de Mercadorias de Sdo Paulo
(BMSP). No ano de 1979, as bolsas de valores do Rio de Janeiro e de Sdo Paulo levaram a tona
0 conceito de negociagdo a futuro, e criaram o Mercado Futuro de agfes individuais. Em
seguida, como resultado de investimentos por parte da Bolsa de Valores do Rio de Janeiro foi
constituida, no ano de 1983, a Bolsa Brasileira de Futuros (BBF). A BBF langou seu primeiro

contrato, chamado o futuro de ouro, no final de 1984. O volume de negociagOes atingiu seu

13posicdo ¢ o saldo liquido dos contratos negociados por um mesmo contratante para um mesmo
vencimento através de operagdes no mercado futuro.
4Compensacdo é o preco de liquidagéo financeira do dia.
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auge em 1986 com o contrato de NTN-C* futuro. Entretanto, devido uma série de fatores levou
a queda das negociag¢des no Mercado Futuro de A¢des no Brasil, como, por exemplo, as dividas
externas e internas do pais. As atividades do Mercado Futuro de a¢cdes foram encerradas em
meados de 1986 em S&o Paulo, e no inicio de 1987 no Rio de Janeiro. No final da década de 90
e inicio dos anos 2000, a movimentacdo de importantes bolsas de valores internacionais

direcionou para o ressurgimento desse mercado.

3.7 Fundamentos de Finangas

E preciso introduzir alguns conceitos que sdo fundamentais para o entendimento dos

mercados.

Definicdo 3.7.1: Um ativo ou bem é algo capaz de produzir fluxo monetario para o proprietario.
E qualquer bem com valor comercial ou valor de troca pertencente a uma sociedade, instituicio

ou pessoa fisica. Exemplos: imdveis, dinheiro aplicado, a¢des, joias, etc.

Definicdo 3.7.2: Valor mobiliario é um instrumento que indica participacdo em uma companhia
(acdes), relacionamento de um credor com uma empresa ou entidade governamental

(obrigacdes), ou direitos de propriedades representadas por instrumentos como op¢ao.

Definicdo 3.7.3: A¢do é o valor mobiliario emitido pelas companhias e representativo de
parcela do capital. E o documento que indica ser o seu possuidor o proprietario de certa fracéo
de determinada empresa. As agles representam a menor fragdo do capital social'® destas
companhias, ou seja, é o resultado da divisdo do capital social em partes iguais. Quando
emitidas por companhias abertas ou assemelhadas, sdo negociadas em bolsa de valores ou no
chamado mercado de balcédo. O investidor torna-se, portanto, scio da empresa da qual adquiriu
acOes e 0s poderes a ele atribuidos séo limitados pelo tipo de agdo que comprou e também pela

quantidade de acdes que possui.

Definicéo 3.7.4: Mercadorias séo produtos como cereais, metais e alimentos negociados em

uma bolsa de mercadorias ou no mercado a vista.

>Notas do Tesouro Nacional, série C — NTN-C.
16Capital Social é financeiramente a parcela do patriménio liquido de uma empresa ou entidade oriunda de
investimento na forma de a¢des ou quotas efetuado na companhia pelos proprietarios ou acionistas.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Patrim%C3%B4nio_l%C3%ADquido
http://pt.wikipedia.org/wiki/A%C3%A7%C3%A3o_(bolsa_de_valores)
http://pt.wiktionary.org/wiki/quota
http://pt.wikipedia.org/wiki/Companhia
http://pt.wikipedia.org/wiki/Propriedade
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Definicdo 3.7.5: Dividendo é a parcela do lucro da empresa que € distribuida aos acionistas, de
acordo com a quantidade de ac¢Ges possuidas. Normalmente, é resultado dos lucros obtidos por

uma empresa.

Definicdo 3.7.6: Rentabilidade ou retorno é a medida de ganho financeiro nominal sobre o total
do investimento, expressa em termos percentuais. Exemplo: um investimento inicial de R$
90,00, que hoje vale R$ 97,00, gerou um ganho financeiro nominal de R$ 7,00 e uma
rentabilidade de 7,78%.

Definicdo 3.7.7: Risco é o grau de incerteza da rentabilidade de um investimento. Exemplo:
afirmar que um investimento € de alto risco significa que se tem pouca chance de prever, com
precisdo, a rentabilidade deste investimento. Em contrapartida, esse investimento oferece
possibilidade de retorno superior a um investimento conservador. No jargdo financeiro, a
palavra risco esta sempre associada a probabilidade de ganhos ou perdas acima ou abaixo da
média de mercado. O investidor deve estar atento a essa diferenca, porque na linguagem
cotidiana a palavra risco muitas vezes € usada para indicar a possibilidade de perda (diminuicéo)
ou manutencdo do estado atual, excluindo a possibilidade de ganho (retorno ou crescimento).

Definicéo 3.7.8: Obrigacdes ou titulos é o reconhecimento formal, por escrito, de uma divida,
pelo qual uma das partes promete pagar certa importancia, em determinada data futura,

acrescido de juros, em datas pré-fixadas, até o vencimento.

Definicdo 3.7.9: Ativo financeiro € qualquer titulo representativo de parte patrimonial ou

divida. Exemplos: titulos da divida publica, contratos derivativos, acGes, etc.

Definicdo 3.7.10: Derivativos sdo ativos financeiros cujos valores e caracteristicas de
negociacao estdo amarrados aos ativos que lhes servem de referéncia (chamados ativos base).
A palavra derivativo vem do fato que o preco do ativo é derivado de outro ativo. Exemplos:

opcao da Petrobrast’, o preco desta opgéo ¢ derivativo do ativo base agdo da Petrobras.

petréleo Brasileiro S.A. ou simplesmente Petrobras € uma empresa de capital aberto, sociedade andnima,
cujo acionista majoritario € o Governo do Brasil (Unido).


http://pt.wikipedia.org/wiki/Empresa_de_capital_aberto
http://pt.wikipedia.org/wiki/Sociedade_an%C3%B4nima
http://pt.wikipedia.org/wiki/Governo_do_Brasil
http://pt.wikipedia.org/wiki/Uni%C3%A3o_(Brasil)
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Definicdo 3.7.11: Tendéncia, é representada pela letra u, é a taxa de retorno esperada para um

ativo com relagcdo a uma média de probabilidade.

Defini¢do 3.7.12: Volatilidade, é representada pela letra o, ¢ um indicador que mede o risco de
um determinado investimento. Quanto maior a volatilidade, maior o risco para o investidor,
comparativamente aos demais fundos do segmento em questdo. O calculo deste indicador
considera a dispersdo para mais ou para menos da rentabilidade diaria em relacdo a média da
rentabilidade em determinado periodo (desvio padrdo). Mede, também, o grau medio de
variacdo das cota¢Oes de um titulo ou fundo de investimento em um determinado periodo de

tempo. Alta volatilidade significa que o valor da cotacdo apresenta forte variacao.

Definicéo 3.7.13: Arbitragem é a compra de um valor mobiliério e sua venda simultanea para
a obtencéo de lucro sem risco ou a realiza¢do de lucro garantido sem incerteza, com uma ou
mais transacGes no mercado. Arbitragem é a obtencdo de lucros com diferencas de preco
guando o mesmo titulo, moeda ou mercadoria sdo negociados em dois ou mais mercados.
Exemplo: suponha que dois bancos A e B estabelecam a taxa de juros ao ano no valor de 8% e
10% respectivamente. Um arbitrador®® deve tomar o maximo que puder de empréstimo do

banco A e depositar todo esse valor no banco B, uma vez que o ganho de 2% ¢€ certo.

Defini¢do 3.7.14: Mercado perfeito € um mercado sem custos de transacao e leildes, no qual
todos os acordos sdo cumpridos. Ha possibilidade de comprar ou vender qualquer montante de
cada valor mobiliario. As transacdes ocorrem continuamente e ha a possibilidade de venda

ilimitada e auséncia de impostos.

Definigdo 3.7.15: Portfolio € um conjunto de titulos e valores mantido por um fundo matuo ou
por um investidor. E uma carteira de titulos, isto € um conjunto de titulos de rendas fixas e

variaveis, de propriedade de pessoas fisicas ou juridicas.

Definigdo 3.7.16: Hedge é a operacdo que possibilita a realizagdo de seguro contra oscilacdes

de precos.

180 arbitrador é um participante que tem como objetivo o lucro, mas ele ndo assume nenhum risco.
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Definicdo 3.7.17: Custos de transacdo sao custos da compra e venda de um valor mobiliario,
que consistem principalmente na comissédo de corretagem, margem do investidor ou de uma
taxa (como exemplo, a taxa cobrada por um banco ou por uma corretora para negociar titulos
do governo), mas também incluiu tributos diretos, tais como comissdes, bem como quaisquer

impostos de transferéncia pelo governo e outros impostos.

3.8 Opcoes

As opgbes sdo fundamentos para o entendimento dos derivativos, isto é, sdo
instrumentos financeiros negociaveis no mercado, em bolsas de valores, cujos valores
dependem, ou derivam dos valores de outros ativos.

Definicdo 3.8.1: Op¢do de compra é um derivativo que proporciona a seu proprietério o direito,
mas ndo a obrigacdo, de comprar determinado ativo a um preco fixo em certa data, ou antes,

dela.

Definicdo 3.8.2: Opcdo de venda é um derivativo que proporciona a seu proprietario o direito,

mas ndo a obrigacao, de vender determinado ativo a um preco fixo em certa data, ou antes, dela.
Definicdo 3.8.3: Titular é o comprador de uma opcéo, de compra ou de venda.

Definicdo 3.8.4: Lancador é o vendedor de uma op¢éo, de compra ou de venda.

Definicdo 3.8.5: Prémio da opcao € o preco pelo qual a opcéo é negociada entre as partes.
Definicdo 3.8.6: Ativo objeto ou ativo subjacente é o ativo sobre o qual a opgdo estd sendo
negociada. Esse ativo pode representar varios ativos: taxas de juros, taxas de cambio, indices

de bolsas de valores, e agdes.

Definicdo 3.8.7: Preco de exercicio é o preco fixado no contrato da op¢éo, sobre o qual o ativo

sera comprado ou vendido.

Definicédo 3.8.8: Maturidade é a data em que a opcao expira ou vence.
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Definigcdo 3.8.9: Opcéo europeia é a op¢do na qual o titular de uma opgdo s6 pode exercé-la

na data de vencimento.

Definicdo 3.8.10: Volatilidade implicita € a volatilidade de uma opgéo considerando dados os
demais parametros do modelo de precificacdo e seu preco de mercado.

Considere o seguinte exemplo, sobre opg¢des do tipo compra e venda. Suponha que um
negociante queira comprar um contrato de opcdo de compra europeia de 100 a¢des da Petrobras,
cujo preco de exercicio € de R$ 100 por acdo e a data de maturidade é dois meses. Entdo,
suponha que o preco por acao seja de R$ 5, isto é, o comprador precisa pagar um prémio de R$
5 por acdo. Considere ainda que o preco corrente da acdo seja de R$ 98. Como a opgdo €
europeia, 0 comprador podera exercer a op¢ao somente na data de maturidade. Se na data de
maturidade o preco da acdo for menor que R$ 100 claramente o comprador ndo exercera a
opcéo, pois ndo ha razdo em comprar uma opgdo por R$ 100, sendo o valor de mercado menor.
Nestas circunstancias, o comprador perde todo o investimento inicial de R$ 500. Por outro lado,
se na data de maturidade o preco da acdo for maior que R$ 100, o comprador exercera a opg¢ao.
Por exemplo, se o preco da acdo for R$ 115 na maturidade, entdo exercendo a opgdo o
comprador ird comprar 100 a¢fes por R$ 100 cada. Se a agdo for vendida imediatamente, o
comprador terd um ganho de R$ 15 por acdo, ou seja, R$ 1500,00, ignorando os custos. Quando
o custo inicial da acdo ¢é levado em conta, o lucro liquido para o comprador € de R$ 10 por acéo,
ou seja, R$ 1000,00. Considere, agora, a situacdo em que 0 preco da acao seja de R$ 103 na
maturidade. O comprador também exercera a op¢ao, mesmo levando em conta que ele ira perder
R$ 200. Pois antes perder R$ 200 do que R$ 500 se a opcdo nao for exercida.

O oposto da opgdo de compra é a opcao de venda, que assegura ao comprador o direito
de vender um ativo por um preco estabelecido até a data de vencimento. Os adquirentes de
opcdes de venda apostam na baixa do preco do ativo. Considere um negociante que queira
comprar um contrato de opcdo de venda europeia em 100 agbes da Vale'® cujo preco de
exercicio € R$ 70, isto ¢, ele compra o direito de vender 100 acdes da Vale por R$ 70 cada.
Suponha que o prego corrente da agdo seja de R$ 66, a data de maturidade ocorra em trés meses
e 0 preco da opgdo seja de R$ 7 por acdo. Como a op¢do é europeia, 0 comprador podera exercer

A Vale é uma das maiores mineradoras do mundo. Brasileira, criada para a exploracdo das minas de ferro
na regido de Itabira, no estado de Minas Gerais em 1942, no governo de Getulio Vargas.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Minas_Gerais
http://pt.wikipedia.org/wiki/Get%C3%BAlio_Vargas
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a opcdo somente na data de maturidade. Se na data de maturidade o preco da agdo for menor
que R$ 70, o comprador exercera a opgdo. Por exemplo, se o preco da acdo for de R$ 50 na
maturidade, exercendo a op¢do, o comprador ird comprar 100 ac¢Ges por R$ 50 cada e, sob 0s
termos da opcdo de venda, vendera as mesmas ac¢oes por R$ 70, realizando um ganho de R$ 20
por acdo, ou seja, R$ 2000,00, ignorando os custos. Quando o custo inicial da acdo é levado em
conta, o lucro liquido para o comprador é de R$ 13 por acéo, ou seja, R$ 1300,00. Caso o preco
da acédo seja maior que R$ 70 na maturidade, o comprador ndo exercera a opgao, pois a opgao
ndo terd valor e o comprador perderd R$ 7 por agéo, ou seja, R$ 700.

A questdo problema deste trabalho é como saber que preco se pagar pelo contrato de
opcao. O modelo de Black — Scholes lida especificamente com opcdes do tipo europeia como

ja foi citado, mas existem outros tipos de op¢des como,

e Opcdo Americana é a opc¢do na qual o titular de uma opc¢do pode exercé-la a
qualquer momento até a data de vencimento.

e Opcao Barreira é quando a opcdo pode surgir ou perder o valor consoante, e 0 ativo
subjacente atinja algum valor pré-fixado antes da expiracao.

e Opcao Asiatica, o preco dessas opcoes depende de algum tipo de média (aritmética,
geométrica, por exemplo).

e Opcao Lookback, o preco dessas opcbes depende do preco maximo ou minimo do

ativo subjacente.

As utilizacdes dessas opc¢des dependem muito do que estd sendo comercializado e de
qual pais esta sendo feito a transacdo. No Brasil, sdo usadas op¢des do tipo europeias em seus
mercados, porém na maioria das transacdes a opcdo é de venda, o que ilustra uma maior

vantagem nesse cenario.



31

3.9 Aprecamento de uma Opcao de Compra Europeia

Suponha que uma empresa como, por exemplo, a OGXP3% tenha que negociar um ativo
de risco, como o petroleo. A empresa sabe, por exemplo, que em cinco meses serdo Necessarios
milhares de barris de petréleo bruto para a sua producdo. Porém, o preco do petroleo pode
flutuar desordenadamente, ou seja, podem ocorrer precos altos ou baixos em um determinado
tempo. Entdo, comprando opg¢Bes de compra europeia, com preco de exercicio E, a empresa
sabe a quantia total de dinheiro que serd necessario em cinco meses para comprar os milhares
de barris do petrdleo. Considere o contrato de opcdo como uma forma de seguro contra o
aumento no preco do petroleo devido as oscilagbes. Sendo T a data de maturidade, é preciso
determinar para T e E dados, o preco ideal desse seguro. Ao analisar este exemplo, observa-se
um problema, custa dinheiro estocar petroleo. Assim, ao precificar derivativos baseados em
ativos que podem ser mantidos sem custos extras, como agdes das empresas. Entdo, suponha
gue ndo existam beneficios extras para manter essas a¢oes, ou seja, nenhum dividendo €é pago.

Entdo, a empresa entra adquire um contrato que dé a ela o direito, mas ndo a obrigacéo,
de comprar uma unidade do estoque por um preco E ap06s o periodo T. Quanto a empresa
deveria pagar pelo contrato? Perguntas como essa motivam o estudo do modelo de Black —
Scholes.

E preciso saber o valor do contrato na data de maturidade. No instante T quando a op¢éo
chegar a maturidade, o valor de S; sera o preco da acdo subjacente na maturidade. Caso S; >
E, entdo a opcdo sera exercida, neste caso a opcado é dita estar no preco. Uma opcao que vale
S pode ser comprada pelo preco de exercicio E, assim o valor da op¢do para a empresa sera,
(S — E). Se caso, S < E, entdo serd mais barato comprar a¢oes no mercado aberto e com isso
a opcdo ndo sera exercida. A opcdo vale menos, e é possivel dizer que ela esta fora do preco.
Se S = E, a opcdo é dita estar no preco. O valor de uma op¢do de compra europeia, em seu
momento de maturidade, € dado por (S;y —E); = max{(S; — E),0}. Com base nesses
conceitos é de extrema importancia para um investidor saber qual o pre¢o justo a se pagar pelo
prémio de uma opcdo, de acordo com [6], [23] e [24].

Ao abordar qual valor do prémio deve-se pagar por uma opg¢ao, € preciso recorrer ao
modelo de Black — Scholes, mas para o seu entendimento é necessario ter um conhecimento

prévio a respeito da teoria de equacdes diferenciais e equagdes diferenciais parciais

20]eo e Gés Participacdes S.A. (OGXP3) é uma empresa do grupo Eike Batista que atua nas areas
de exploracéo e producdo de petréleo e gas natural.


http://www.bmfbovespa.com.br/Cias-Listadas/Empresas-Listadas/ResumoEmpresaPrincipal.aspx?idioma=pt-br&codigoCvm=20168
http://pt.wikipedia.org/wiki/Explora%C3%A7%C3%A3o_de_petr%C3%B3leo
http://pt.wikipedia.org/wiki/G%C3%A1s_natural
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4 MODELO DE BLACK - SCHOLES

Em 1973 os economistas Fischer Sheffey Black e Myron Samuel Scholes apresentaram
no artigo “The Princing of Options and Corporate Liabiities” a formula de Black — Scholes,

para descrever o comportamento de opgdes europeias.

4.1 Breve Histoéria

Tudo comecou com os trabalhos de Bachelier (1900) usando novos modelos
matematicos em financas. Na época, Black era um fisico matematico, recentemente doutorado
por Harvard que largou a fisica e estava trabalhando na Arthur D. Little?!, uma empresa de
consultoria em gerenciamento situada em Boston?? e Scholes, um professor emérito de Finangas
da Universidade de Stanford, que se uniram para descobrir qual valor colocar nos derivativos
financeiros, como os de opc¢bes. A principio Black e Scholes tiveram dificuldades no
desenvolvimento do modelo, com isto precisaram da ajuda de Robert Carhart Merton,
economista da universidade de Harvard que terminou o desenvolvimento do modelo que ficou
conhecido como modelo de Black — Scholes. Os trés conquistaram o prémio Nobel de
Economia em 1997, porém somente Scholes e Merton receberam o prémio, pois Black faleceu
em 1995.

O trabalho com as opg¢oes, por exemplo, consiste em adquirir uma opgdo de comprar
acdes, sob um preco acordado até uma data futura determinada. Se o valor da acao ultrapassa o
valor acordado dentro do periodo, o comprador da op¢do, compra a acdo, podendo, se quiser,
mas sem obrigacdo, vender imediatamente a acdo e realizar o lucro. Se o valor da agdo néo
ultrapassar o preco do acordo, ndo ha a necessidade de comprar a acdo, perdendo somente o
dinheiro pago pela compra da opcéo. O que faz 0 mercado de opgOes ser interessante é que 0
comprador sabe antecipadamente qual sua perda méaxima: que serd o custo da opg¢do. Ja a
capacidade de ganho é teoricamente ilimitada: se a agdo sobe fortemente durante o periodo, o
comprador pode aguardar o momento certo para maximizar seus lucros. A pergunta €: como
definir um preco justo para a op¢ao de uma acdo em particular? Os trés jovens pesquisadores
na época ja citados buscaram achar uma resposta usando a Matematica, exatamente da forma

como um fisico ou um engenheiro aborda um problema.

21E yma empresa de consultoria dos Estados Unidos fundada em 1886 por Arthur Dehon Little.
22Boston é a capital e também a cidade mais populosa do estado de Massachusetts nos Estados Unidos.


http://pt.wikipedia.org/wiki/1886
http://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Arthur_Dehon_Little&action=edit&redlink=1
http://pt.wikipedia.org/wiki/Capital
http://pt.wikipedia.org/wiki/Cidade
http://pt.wikipedia.org/wiki/Anexo:Lista_das_cidades_mais_populosas_dos_Estados_Unidos_por_estado
http://pt.wikipedia.org/wiki/Massachusetts
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Desde o inicio do capitalismo existe uma regra de ouro: para um investidor ganhar
dinheiro tem que correr riscos. Entdo, veio um dos projetos cientificos mais improvaveis do
século XX, na tentativa de encontrar uma forma matematica, para quebrar essa regra. Encontrar
uma formula que permitisse tornar qualquer um, inimaginavelmente rico, sem tomar qualquer
risco absoluto, traria organizagdo aos mercados financeiros do mundo todo, e desafiaria o papel
de alguns especialistas: os traders?. Os traders confiam em suas intuicbes para tomar suas
decisfes. Mas, em pouco tempo depois do surgimento da formula de Black — Scholes, eles
acabaram incorporando a férmula em calculadoras sem se interessar pelos rigorosos calculos
matematicos.

Entdo os académicos decidiram que era hora de comecar a ganhar dinheiro com a
formula desenvolvida. Merton e Scholes arrecadaram fundos e criaram a LTCM?*. Eles
pretendiam investir quantidades inéditas de dinheiro no mercado e a reputacdo deles de maiores
mentes tornou facil a arrecadacgdo de dinheiro. Em poucos meses haviam arrecadado cerca de
US$ 3 bilhGes, e estavam prontos para investir em todo o globo. Extremamente confiante, a
LTCM colocou vastas somas de dinheiro nos mercados. Em seguida, Merton e Scholes
observaram que os investimentos estavam realmente funcionando. A LTCM cresceu rapido, foi
superior a qualquer outra empresa de investimentos. Assim, a empresa lucrou muito em trés
anos verdadeiramente fabulosos. No primeiro ano o investimento rendeu 20%, e 0s parceiros
ganharam boas comissfes. No segundo ano tiveram retorno de 43%, dando uma reviravolta no
mercado. Ja no terceiro ano, foram mais de 41%, era como se a LTCM tivesse tomado o
dinheiro do mundo todo de uma forma matematica. Foi como se 0 mundo e o mercado se
comportassem exatamente como Merton e Scholes colocaram no papel na forma de variaveis.

Foram anos maravilhosos, porém lentamente de uma &rea totalmente inesperada, que
provavelmente muitos nem sequer tenham ouvido falar e certamente em que ndo haviam
investido, uma mudanca no mercado comegou a se tornar aparente. No verdo de 1997, os precos
dos imoveis em toda a Tailandia comecgaram a entrar em colapso, iSso provocou um panico que
varreu a Asia, bancos faliram do Jap&o a Indonésia. Em seguida, as pessoas sairam s ruas,
esses fatos eram tdo improvaveis que nunca haviam sido incluidas em qualquer modelo

matematico.

ZTrader é todo e qualquer individuo que se engaja na transferéncia de ativos financeiros, para alguma
instituicdo ou para si proprio.

2Long Term Capital Management foi um fundo de hedge, empresa de gestdo com sede
em Greenwich, Connecticut, que utilizou estratégias de negociacao de retorno absoluto, combinadas com alta do
mercado. LTCM foi fundada em 1994 por John W. Meriwether, o ex-vice-presidente e chefe do vinculo
de negociacdo no Salomon Brothers. Os membros do conselho de administragdo da LTCM eram Myron S.
Scholes e Robert C. Merton.


http://en.wikipedia.org/wiki/Hedge_fund
http://en.wikipedia.org/wiki/Greenwich,_Connecticut
http://en.wikipedia.org/wiki/Connecticut
http://en.wikipedia.org/wiki/John_Meriwether
http://en.wikipedia.org/wiki/Bond_(finance)
http://en.wikipedia.org/wiki/Salomon_Brothers
http://en.wikipedia.org/wiki/Myron_S._Scholes
http://en.wikipedia.org/wiki/Myron_S._Scholes
http://en.wikipedia.org/wiki/Robert_C._Merton
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O mercado parecia um céu desabando, assim houve reagdo imediata, 0 mercado
quebrou, recuperou, quebrou, ndo parava de oscilar. Os modelos de negociagdo utilizados
comecaram a dar resultados estranhos, mas 0 modelo matematico do LTCM concluiu que tudo
voltaria ao normal em breve, e que ndo havia nenhum motivo para panico. Com o medo que 0
mercado trouxe, as opgdes custavam cada vez mais. O LTCM comegou a comprar
desenfreadamente &s op¢Oes, comecaram a assumir dividas de US$ 100 bilhdes de dolares. Eles
estavam arcando com 0s custos extras desde o endividamento, mesmo assim poderiam
continuar com o hedge por algum tempo se ndo acontecesse uma coisa totalmente improvavel.

Em agosto de 1998, aconteceu algo que ninguém havia considerado possivel, um grande
pais do mundo, a Russia, de repente, e sem explicacdo, recusou-se a pagar todas as suas dividas
internacionais. Agora todos os calculos do modelo de Black - Scholes estavam finalmente e
irremediavelmente, fora dos eixos, ndo sO6 Black — Scholes, mas todos os modelos de
precificacdo de opgdes, pois eles foram baseados em um comportamento normal dos mercados.
Com isso, nenhum modelo foi capaz de ajustar-se e isso levou a LTCM a perder mais de US$
100 milhdes ao dia. Até que no quarto dia ap6s a moratdria da Russia, perderam US$ 500
milhGes de ddlares em um Unico dia. A LCTM estava falida e levaria consigo o valor total das
posi¢cdes que detinham em todo o globo, cerca de um trilhdo de délares, o volume equivalente
a um ano de neg6cios do governo americano, que estava prestes a ser exterminado.

Nesta crise, as mais altas autoridades do mundo se reuniram e viram que se a LCTM
falisse de vez os mercados poderiam simplesmente parar de funcionar, isso sim seria um grande
problema. A fim de evitar um colapso econémico global, o banco central americano, ndo teve
outra escolha sendo organizar um resgate da LCTM. Para os académicos, as condi¢Ges eram
humilhantes, Merton e Scholes perderam milhdes. Entdo, as recriminacdes publicas
comecaram, todos esperavam que 0s dois explicassem o que de fato estava acontecendo. Se 0s
vencedores do prémio Nobel ndo entediam completamente o que estavam fazendo, e 0s riscos
envolvidos, quem mais poderia entender essas atividades? A bonita formula de Black — Scholes
continua a ser usada todos os dias, € mesmo ainda, tem muito que ser estudado e aprendido
sobre o mercado de opgoes.

Para a precificacdo de opc¢des ndo se usa somente o modelo de Black — Scholes, existem

outros modelos e métodos capazes de precificar opgoes.
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4.2 Hipoteses do Modelo

Black e Scholes assumiram uma série de condicdes ideais de mercado como pré-
requisito para o funcionamento correto do modelo. As hipoteses estdo listadas abaixo
independentes da ordem.

H1: O preco do ativo segue uma trajetoria aleatoria em tempo continuo;

H2: A distribuicdo de probabilidades dos precos dos ativos € log-normal;

H3: A taxa de variancia do retorno do ativo é constante;

H4: A taxa de juros é conhecida e constante durante o periodo considerado para a precificacéo;
H5: A opcéo é do tipo Europeia;

H6: O ativo ndo paga dividendos durante o periodo de maturidade da opcao;

H7: N&o ha custos de transacdo envolvidos nas operacdes de compra e venda de ativos ou
opcOes financeiras;

H8: E possivel investir qualquer fracdo de ativos ou derivados a uma taxa de juro sem risco;

H9: Auséncia de arbitragem.

Essas hipdteses consistem em fazer com que o valor da op¢do dependa apenas de duas
variaveis: do preco do ativo subjacente e do tempo, conforme [6]. Os demais parametros,

volatilidade, juros e preco de exercicio sdo dados como constantes.

4.3 Medidas de Sensibilidade

As medidas de sensibilidade ajudam a mostrar as influéncias das variaveis que afetam
0s prémios das opcdes. Essas medidas sdo representadas por letras gregas que se igualam &s
derivadas parciais dos prémios das op¢Oes com respeito a outras variaveis. Essas relacdes sao

determinadas pelo modelo de precificagdo de Black — Scholes.
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Tabela 1 (adaptado): Medidas de sensibilidade.

NOMENCLATURA LETRA GREGA DERIVADA
av
Delta A —
as 5)
0%V
Gama r i
~57(6.5)
av
Vega K —(t,S;0)
do
av
Theta 0] —
ot .5)
~ av
Rho P — .
e (t,S;7)

Fonte: Saloméo (2011, p.26).

e Delta: O delta mede o quanto o valor da opcao varia quando hd uma mudanca no preco
do ativo subjacente. E a derivada parcial do prémio da op¢io com respeito ao prego do
ativo. O valor do delta representa a possibilidade de uma opc¢éo ser exercida.

e Gama: O gama € a derivada segunda parcial do prémio da op¢éo com respeito ao preco
do ativo subjacente. Representa a variacdo do delta em relacédo a variacdo do prego do
ativo.

e Vega: O vega € a derivada parcial do prémio da opcdo com respeito a volatilidade do
ativo subjacente.

e Theta: O theta é a derivada parcial do prémio da op¢do com respeito ao tempo.

e Rh0: O rhd ¢ a derivada parcial do prémio da op¢do com respeito a taxa de juros livre

de risco.

4.4 Construcdo do Modelo de Black — Scholes

Ao construir o modelo de Black — Scholes, observa-se no que acontece com o valor de
um ativo financeiro ao longo do tempo sujeito a eventos aleatorios para titulo de anélise.

Considere 0 exemplo a seguir: suponha que um ativo A vale R$ 10,00 e um ativo B vale
R$ 100,00 e que ambos crescam R$ 1,00 por ao ano. Ao fim de um ano, o ativo A valerd R$
11,00 obtendo um aumento de 10%, e B valera R$ 101,00 obtendo um aumento de 1%.

Portanto, comparativamente, a longo prazo, sera mais vantajoso comprar 10 ativos do tipo A
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do que 1 ativo do tipo B. Entdo, quando se trata de modelar o valor de um ativo o foco esta no
retorno esperado, que é a variacao relativa do valor do ativo.

Considere que o valor de um ativo financeiro no instante ¢t é dado por S(t). Ao saber o
que acontece com o prego do ativo em um instante seguinte, que é designado por t + At, e
estudar a forma como S(t + At) se relaciona com S(t). Assim, esta relacdo pode ser estudada

de forma relativa, considere o quociente

S(t+At) — S(t)
S(t) '

Por exemplo, uma variacdo de um real no valor de uma acdo que vale cinco reais é mais
significativa do que uma variacdo de um real numa acédo cotada a vinte reais.

Ent&o, o retorno relativo ao ativo financeiro em certo periodo de tempo é dado por:

S(t+At) —S(t)
S(t) B

UAt.

em que u pode ser interpretado como uma taxa de juros e At sendo a variacdo do tempo em

relacdo ao valor do ativo financeiro. Fazendo,

S(t+ At) — S(t) _
Ar = uS(t).

Considere o limite quando At tende para zero no membro do lado esquerdo desta

equacéo:

S(t+ At) — S(t)
At—0 At = k().

E sendo S uma funcgdo em relaco a uma variavel t, pela definicdo de derivada® tem-se,

5Seja uma fungdo f definida em um intervalo aberto contendo x,, entdo a derivada de f em x,, denotada
por f'(xo), é dada por: f'(x,) = lim_ fi(""”";_f(xf’)
em x, proximo de x,, ou seja, tomando x = x, + Ax, assim Ax = x — x,, a derivada de f em x, pode também ser
expressa por f'(xy) = lim M, ou d—f(xo).
X—Xq dx

X—Xo

, Se este limite existir, At representa uma pequena variacdo
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S At) — S
§'@) = Jim e+ Ati ®_ 5.

Ao escrever em sua forma diferencial, segue,

ds
I () = uS(). (4.1)

0 que resulta na equacdo diferencial ordinéria linear de primeira ordem.

Resolver (4.1), dado a condicdo inicial S(t,) = S, entdo,

ds
s = ) e

In|S®)| =pt+c

elnlS(t)I = pHt+c

S(t) = ekt+e, (4.2)

Fazendo t = t,,

S(to) = emore

— to+c
Sy = etto™e,

Assim, In|S,| = In|eHtot¢|, entdo
lnlS()l = ‘uto +c

Substituindo ¢ em (4.2),
e:u'telnlsol

— p(ut+n|Sol—-uty) —
S(t)=e v

ehts,

elto

S(t) =

S(t) = e(ﬂt—ﬂto)so
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tem-se,

S(t) = Syert—to), (4.3)

Pode-se definir a solu¢do da equacéo diferencial linear de primeira ordem, onde o valor

de u seja constante ao longo do tempo, pela condicéo inicial de S(t,) = S,, dada por (4.3).

Teorema 4.4.1 (Teorema Fundamental do Calculo): Seja f(x) uma fungdo continua definida

no intervalo fechado [a, b]. Se a funcéo F (x) é definida em [a, b] por
b
Feo = [ e
a

entdo, Z—z(x) = f(x) para todo x em [a, b]. Uma fungdo com tal propriedade é chamada de

primitiva ou antiderivada de f. Se F é uma primitiva de f em [a, b], entdo

b
f f(x)dx = F(b) — F(a).

Uma demonstragdo desse teorema pode ser encontrada em [44].
Pelo teorema (4.4.1), a equacdo diferencial (4.1) pode ser escrita na forma de uma
equacéo integral

t

S(t)—5, = f uS(uw) du.

to

Neste caso, 0 modelo em questdo é do tipo deterministico para o comportamento do
ativo financeiro. Porém, nem sempre é possivel ficar livre de influéncias de fatores externos e
inesperados no comportamento do preco de um ativo financeiro. Entdo, o melhor é trabalhar
COmM Processos gque possam expressar uma componente aleatdria, para tornar o modelo de

retorno ainda mais realistico. Segue,

S(t+ At) — S(t)
S(t)

= puAt + oAX(t)
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em que AX(t) = X(t + At) — X(t) é uma variacdo ao longo de um periodo. A letra grega o
representa a volatilidade e € conhecido como desvio padréo do retorno. No modelo de Black —
Scholes a volatilidade € considerada constante, (ou seja, ndo depende de t ou de S(t)). Esse
comportamento aleatério € introduzido através do processo estocastico {X(t)}iso. OS
incrementos AX(t) = X(t + At) — X(t) devem satisfazer algumas caracteristicas. Os

incrementos devem ser independentes, ou seja, as varidveis aleatorias
X(t) — X(0),X(tz) — X(t1), ..., X(tx) — X (tx—1)

com X(0) = X, € R sdo independentes para todos os valores 0 < t; <...< t,. Esses
incrementos também devem ser estacionarios?®, ou seja, 0 processo X (t) ndo ¢ afetado por uma
translacdo ao longo do tempo.

O Unico processo estocastico que satisfaz essas caracteristicas € o Movimento
Browniano, que por sua vez segue uma distribuicdo normal. Sendo, X(t+ At) —
X()~N(u, 0%), onde E(AX()) =0 e V(AX(t)) = At. Se X(0) = x, € R, entdo At =t e
X(t + At) — X(0) = X(t) — X,, X(£)~N (to,Vt), tem-se uma funcio densidade dada por

1 -1 2
(x) = —— elzt®=x0?)
Yt o

Como S(t) ndo é uma varidvel aleatdria, os incrementos fica dessa forma AS(t) =
S(t + At) — S(t), entdo AS(t) = uS(t)At + aS()AX(t). Como E(AX(t)) = 0, a média de
AS(t) é dada por

E(AS(®)) = E(uS(®)At + aS(D)AX (D)) = uS(t)At.

E(AS(t))

Também, ————=
N

= uAt, o que indica que o parametro u € proporcional a esperanca do

AS(t)  S(t+At)-S(t)
st S(t)

retorno . Pode-se calcular a variancia de AS(t) facilmente

26Um processo estocastico é dito ter incrementos estacionarios se a distribuicdo do nimero de eventos que
ocorrem em qualquer intervalo de tempo dependa somente do comprimento do intervalo de tempo, isto €, o nimero
de eventos que tenha ocorrido até o tempo t que € X, independe do nimero de eventos que ocorrem entre os tempos
detet+s,istoé Xpps — X,
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V(AS()) = E(AS(t)? — E(AS(1))?
= E([uS(t)At + aS()AX(t)]*) — [uS(t)At]?
= g25(t)%At.

O desvio padrdo do retorno de AS(t) é igual a oS(t)VAt. Neste caso a volatilidade é

AS(t) _ S(t+At)—S(b)
st S(t)

proporcional ao desvio padréo

Ao lidar com fendmenos imprevisiveis, a varia¢do do valor de um ativo financeiro como

um processo estocastico € dado pela férmula
S(t+At) = S(t) + uS(t)At + aS(t)AX(t).

Neste caso, [t,, t] € T, dada uma particao do intervalo [t,, t] em subintervalos menores, segue

que ty < t, < -+ <ty = t. Pode-se somar membro a membro, na férmula
S(t; + At) = S(g) + pS(t)At + aS(t)AX(¢)),

para j =0,1,..,k —1et = t,. Dada a condicdo inicial S(t,) = S, € R, segue

k-1 k-1
S(t) = S(to) + Z us(t;) Ag; + Z oS(t;) AX(t;). (4.4)
j=0 j=0

Fazendo At; tender para zero, e ao fazer a passagem do limite na equacdo (4.4), ndo ha
problemas em usar a integracdo de Riemann no caso deterministico, como pode ser observado
em [44]. Porém, o caso estocastico pode ser entendido como uma integral de 1td estudada no
apéndice B. Quando ndo houver confusdo pode ser utilizada a seguinte notacdo S; no decorrer
deste trabalho, sendo S(t,w) = S(t) = S¢(w) = Sy = S. Assim, o limite quando At; — 0 na

equacéo (4.4), fica da seguinte maneira

t t

St =S, +f ,uStdt+f oS; dX;
to to (4.5)
S(to) = SO ER
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A primeira integral ftto uS; dt é interpretada como uma integral de Riemann. J& a

segunda integral € considerada uma integral de It6.
A equacdo estocastica (4.5) pode ser escrita na sua forma diferencial sabendo-se que o

processo X; = B;

dS; = uS;dt + 0S.dB;. (4.6)

Antes de continuar, deve-se rever o desenvolvimento de uma fungdo f em série de

Taylor?” em torno de x,:

1
f(x) = fxo) + f'(xo)(x — x0) + Ef”(xo)(x — x9)% + R(Ax),

onde R(Ax) refere-se aos termos subsequentes e Ax = x — x,. Esse é o desenvolvimento da
série de Taylor para uma variavel. Para duas variaveis a expansdo em série de Taylor em torno

do ponto (x,, ¥o) é da seguinte forma,

i

@2)° + 557 By)°

2
f@oy) = f(xo yo) +—f(Ax) +—f(Ay) MEY) };

a*f
a dy
Do calculo estocastico, o chamado Lema de Itd conhecido também como formula de

(Ax)(Ay) + R(Ax, Ay).

Itd, que permite trabalhar diferenciando variaveis em problemas que envolvam os termos
estocasticos. Entdo, se S; € um processo estocastico, pode-se escrever uma funcao f(S;). O
lema de 1td permitira o calculo do diferencial df (S;), ao observar o que acontece com f; quando
ocorrem perturbac@es na variavel S;. Esse Lema é analogo a regra da cadeia do célculo comum
que é uma formula para a derivada composta de duas funcGes. Porém, essa regra da cadeia para
o0 célculo estocastico é mais bem compreendida a partir da expansdo com séries de Taylor.
Basicamente, 1td descobriu que a trajetdria do evento S; pode afetar outros processos que
dependem de S;. Assim, ao manipular esses outros processos, ele conseguiria eliminar essas

dependéncias do processo S;, conforme [36]. Sera agora enunciado o Lema de Ito.

2’Brook Taylor (1685-1731), foi um matematico inglés que contribui muito no campo da matematica, mas
seu nome esta ligado com o estudo das séries.
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Lema 4.4.2 (Formula de 1t0): Seja {S;}¢»¢, um processo de It6, com £ (¢, S,) sendo uma fungao
duas vezes continuamente diferenciavel em [0, +o) x (0, +0). Nestas condi¢des, 0 processo
estocastico {R;};»¢, definido por R, = f(¢t,S;) € um processo de It6 e a equagdo integral

estocastica a ele associada pode ser escrita, em versao diferencial, na forma

af of 10%f
dR, = 3t (t,Sy) dt + 7S (t,S;) dS; + 2352 (t, Sp)(dSp)>. (4.7)

Uma demonstracdo desse lema pode ser encontrada em [32] e [33]. Pra f(ty, x9) = 0,

entao
dR —0+af(t5)dt+af(t5)ds +1azf(1:S)(dt)z+162f(t5)(dS)2
T et as "t Tt gz Nt 2982 T
0%f
+m(t, St) dStdt + R(At, ASt) (48)

Desconsidere R na expansdao de Taylor, onde nédo ird interferir nos calculos. Para
satisfazer o Lema de It6, basta considerar o desenvolvimento da expansdo em série de Taylor
até a primeira ordem em t e até a segunda ordem em S.

O termo (dS,)? é formalmente calculado através da tabela de multiplicacéo apresentada
logo abaixo. Os detalhes da construgdo dessa tabela ndo serdo mostrados aqui, mas podem ser
visto em [12].

Tabela 2 (adaptado): Regras de multiplicacéo.

X dt dB;
dt 0 0
dB; 0 dt

Fonte: Misturini (2010, p.56)

Substituir a equacdo (4.6) na equagdo (4.7), segue

of of 19%f

= (£:50(dS)?



45

of of of 19%f

dR, = Fr (t,S,) dt + 35 (t, S)uS, dt + (t S)oS,; dB, + 5352 (t, S (dS,)>. (4.9)

O termo (dS,)? pode ser melhor calculado utilizando as regras algébricas da tabela 2.

Desenvolver na equacéo (4.6) segue,

(dS))? = [uS, dt + ¢S, dB,]?
= [uS; dt + oS, dB.][uS; dt + dS; dB;]
= u?(dt)?S? + po(dt)(dB.)SE + 0%(dB,)*S?
= ¢2S? dt.

Substituir o resultado acima na equacdo (4.9) segue,

_of of af
dR, = 5 (t,S,) dt +55 (t SOuS, dt +o5 (t St)aS; dB,
0%f

Zﬁ(t, St)O'ZStZ dt (410)

of 19%f

af af
th —_ (E (t, St) + % (t, St)‘USt + E (')5'2

(t,S;)o?S? ) dt + (t S.)oS; dB,. (4.11)

Para chegar ao modelo de Black — Scholes como na equacdo (1.1) é preciso eliminar o
risco que pode ocorrer em dB;, pois € um processo que varia ilimitadamente. Suponha que o
preco de uma opcdo europeia seja representavel por uma funcdo V(t,S) duas vezes
continuamente diferenciavel em [0, +0) x (0, +0). Por enquanto, o calculo do prego da opgdo
europeia ndo se define como sendo de compra ou de venda.

Para se construir 0 hedge no modelo de Black — Scholes, considere uma carteira ou
portfolio constituido por uma posi¢do curta numa opc¢do e por uma posi¢do longa de uma
determinada quantidade A de ativos subjacentes. E teoricamente possivel eliminar o risco, de
maneira que em possiveis alteracdes no preco do ativo sejam compensadas por alteragdes no
valor da opcdo. Isso pode ser feito para curtos periodos de tempo, pois conforme o tempo for
passando e o preco, por exemplo, da acdo for mudando, o hedge deve ser ajustado. De acordo

com a hipotese H8, é possivel criar um portfolio a uma taxa de juros livre de riscos. Com isso,
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é adquirida a auséncia de arbitragem que é a hip6tese H9. Para melhor entendimento da
operacdo de hedge, segue um exemplo com base em [28].

Exemplo 4.4.3: Um produtor de soja tem um custo de R$ 30 para produzir uma saca de soja
com um determinado peso P. Entretanto, o produtor receia que o preco da saca caia por motivos
aleatorios que podem acontecer no mercado. Assim, ele observa que a cotacdo da saca de soja
na BM&F em marco de 2014, um més antes de sua colheita esta sendo negociada a R$ 40. O
produtor realiza um contrato futuro na BM&F, cujo vencimento do contrato esteja proximo da
entrega da soja aos seus clientes.

Se em outubro de 2014, préximo a data de entrega das sacas de soja a cotacdo das sacas
na BM&F for de R$ 50, o produtor paga um ajuste de R$ 10 por saca para a BM&F e vende
sua soja no mercado por R$ 50. Ou seja, ele garantiu os R$ 40 por saca, e 0 que ele perdeu na
BM&F foi compensado no mercado devido a alta do preco das sacas de soja, assim houve a
operacdo de protecdo por parte do produtor.

Agora considere 0 caso em que no més de outubro proximo a data de entrega a cotacdo
da saca de soja esteja R$ 30. O produtor recebe um crédito de R$ 10 por saca na BM&F, mas
perde R$ 10 no mercado para seus clientes. O produtor recebeu um ajuste de R$ 10, mas acaba
vendendo sua soja por R$ 30 a saca. O ganho obtido na BM&F compensou a perda com a queda
do preco da saca de soja no mercado para seus clientes, mesmo assim houve uma operacéao de
protecao.

Entdo o valor do portfélio é dado por,

(¢, S) = AS — V(¢,S). (4.12)

Considere que este portfdlio tenha 0 mesmo risco que um ativo livre de risco, e também
que seu retorno seja 0 mesmo de um ativo livre de risco, onde S representa o valor do ativo e V
o valor do contrato de opcdo ainda ndo estipulado pra venda ou compra. De fato, pois se 0
retorno do ativo livre de risco fosse maior ndo teria sentido alguém formar tal portfélio, sendo
o retorno do portf6lio maior, ndo existiria sentido em alguém investir no ativo de risco. E
possivel entdo eliminar o risco do modelo, por exemplo, tendo uma posi¢cdo comprada de uma
unidade do ativo subjacente e uma posic¢do vendida de uma unidade de opcdes.

A carteira ou portfolio acima toma esta composicéo, pelo fato que o A torna o valor
dessa carteira insensivel a pequenas varia¢6es no valor do ativo subjacente. Entdo suponha que

um investidor deseja precaver-se contra possiveis movimentos aleatorios no valor do ativo
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subjacente. Considere a carteira (4.12). O valor dessa carteira com uma aleatoriedade no valor
do ativo é

M(t, S +¥S) = AGS +¥S) = V(t, S + ¥S).

Ao fazer uma expansdo em serie de Taylor em V(t,S) no ponto (t,S) e um

deslocamento em (0,yS) em V(¢t,S +yS),

av av 10%V
— _ _ _ _ __ _ 2
V(t,S)=V(S)+ 5t (t,S)(t—1t)+ 7S &, S)(S+yS—=5)+ > a2 & S)(—-1t)
+ 62V(t HES +yS—95%+ 0%V &SHt—-)(ES+yS—5S)+R(t—t¢S
2952 " v atas v €=t

+yS = S).

Desprezando os termos de segunda ordem,

av
I, S+yS) =AE +yS) —V(,S) — ﬁ(t‘ S)¥S).
_
Como A= — (t,S),

5)4 av
[, S +vyS) = E(t,s)(s +yS)—=V(tS) — %(t,S)(yS)

av av av
(S +vS) =55 (65)(S) + 7= (£.HGS) —V(t.5) = 7= () (¥S)

[, S +vyS) = Z—g(t,S)(S) - V(tS).

Pode-se concluir entdo que
I, S + yS) =1(t, S)

0 gque da um hedge na carteira, tornando o valor desta carteira quase inalterado a pequenas

variagoes no valor do ativo subjacente.
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Na secédo 4.3 que o A € definido como a taxa de variacao do preco da op¢do com relacéo

ao preco do ativo subjacente. Considere o exemplo seguinte baseado em [28].

Exemplo 4.4.4: Se a variagdo do A for de 0,7, significa que para cada R$ 1,00 que o preco da
acdo varie para mais ou para menos, 0 preco da op¢do deve variar R$ 0,70. Suponha que um
lancador venda 4000 opc¢bes de compra, por exemplo, sua posicdo pode ser protegida pela
compra de 0,7 x 4000 = 2800 acdes. O lucro ou perda na posicdo em opcdes tendera a ser
compensado pela perda ou lucro na posi¢do nas acdes. Nesta operacdo, uma variacdo de R$
1,00 no prego da acéo para mais, traria um lucro de R$ 2800, que seria compensado com um
prejuizo de 0,7 x 4000 = 2800 a¢des com as op¢des lancadas.

A funcdo IT satisfaz o lema (4.4.2), entdo existe um processo estocastico de It6 {I1;};s0

que satisfaz a equacao diferencial (4.11), segue

2

dIl, = ar[(1:S)+6H(1:S) S+1a r[(1:5) 252 dt+an(t5) SdB (4.13)
£ = \gr ") T ag oYK T gz W) g5 oo '

Recorrendo (4.12), e substituindo (4.6) e (4.11) em (4.12) de acordo com o lema (4.4.2), dai

av 192V

dIl, = av(tS) (t,SHuS, + AuS (t,S)o2S? | dt aV(tS)SdB
e =\ T ) T s W e T AR T o ez W) gs \oot)o> 4B

+AcS dB,. (4.14)

Sabe-se que A= ‘;—Z (t,S), segue

2

dll, = aV(f: S)dt 19 V(t $)o?S?dt
AR 2952 200 At

Note que o termo dB; desapareceu, dessa forma o risco foi eliminado. Da equacéo

diferencial estocéstica (4.13), surge uma equacao diferencial parcial, segue

av 10%V

on (t,S) = (t,S) (t,S)o?S?
gt 2 = T ) TRgsr (BR)ITT (4.15)
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A carteira ndo possui arbitragem e possui um retorno igual um investimento livre de

risco. Entdo suponha uma taxa de juros r com capitalizacdo continua livre de riscos,
ol
—(t,S) =7l S).
FRCOES(CE)

De (4.12) e (4.15), com A= v (t,S), segue
as

thS 162Vt5 282 = (thSS VtS)
ot &5) = 5552 (68077 =T |55 (0SS ~V(,S)
thS 162Vt5 ZSz—thSS V(t,S
ot &S) = 5557 (680787 = 5a (LSS =V (L S)r
logo,
aV(tS)+1 2Szazv(ts:)+ SaV(tS) V(S =0 4.16
ot ) T 20 0 ez )T P gg bl T TYALS) = (4.16)

Que modela o preco V de uma opc¢do européia, em funcdo do tempo t e do valor S do

ativo, onde r é a taxa de juros e o2 € a variancia.
4.5 Resolucdo Analitica do Modelo de Black — Scholes

Primeiro resolve-se 0 modelo de Black — Scholes para uma opgao de compra, ja para a
opcéo de venda os procedimentos sdo analogos.

Para resolver o modelo analiticamente é preciso estudar algumas condicGes, mas antes,
ao olhar para as op¢Oes europeias do tipo compra, pode-se mudar a equacdo (4.16) para a

notacdo V(t,S) = C(t,S), pois C simboliza a ideia de compra e VV a de venda, segue

ac 1 9%C

ac
> 50?82 = (6,5) + 1S < (6,8) = rC(£,5) = 0 (4.17)
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A condicdo final que se espera é dada por C(T,S) = max {S — E, 0}, ou seja, espera-se
que ao final do periodo de maturidade da opcéo o valor S do ativo seja maior que seu preco de
exercicio E, caso o contrario o valor da opgdo a ser pago é zero. Nas condigdes de fronteira,

caso o valor do ativo S seja muito pequeno S — 0% surge a condicédo Slir§+ C(t,S)=0.Seo
preco do ativo S for muito grande S — +oo surge a condi¢do slir? S—C(t,S) =Ee ™™D

com t > 0, pois Ee~"(T=%) representa o preco de exercicio ajustado no final da maturidade da
opcao.

O modelo de Black — Scholes conforme [25], foi resolvido analiticamente como uma
equacio de difusdo? do calor, assim sua solucéo é semelhante a solucio da Equacio do Calor,

que pode ser resolvida usando métodos usuais. Primeiro, verifica-se que a equacéo (4.17) é do
tipo parabdlica, entdo seu discriminante € A= 0, pois B=0,A=0¢ C = %0252. Seja a

2 2
seguinte mudanca de varidvel t =T — (%) T=T= —% + T% S=Ee*, C(C(tS)=

Ev(t,x) e x =log (g) pois o ativo subjacente S segue uma distribuicdo log-normal, uma

demonstracdo dessa afirmacdo pode ser encontrada em [41]. Dali,

ac ov dx
o~ Foxds
onde, &= 1, entdo
as S
ac vl
o E %S (4.18)

Derivando parcialmente C pela segunda vez em relacdo a S, segue

9%C Edv Eod*v1

952~ T SZox  Sox?S (4.19)

Derivar C em relacéo a t segue,

OC__ ovdr
ot ot dt

28F yma transferéncia de calor, € um fendmeno de transferéncia térmica causado por uma diferenca de
temperatura.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Temperatura
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onde &__ 2 segue
dt 2! 9

ac 0v dt a?

Frie EEE7 (4.20)

Substituir C(t,S) = Ev(t, x) e (4.18), (4.19) e (4.20) em (4.17),

6v02+1 262 Eav_l_Eazvl S(Eam) Ev(e.%) = 0
ar 2 " 2° S29x ' S9x%S axs)  TPURBH T
Eavaz 1 2SZE(?U_I_l 262 E62v1+ SEam Ev(e.%) = 0
ot 2 27° 529x 2% ° Soxzs oxs U=
Eavaz 1 2E6v+1 2E62v+ Ea Ev(e.%) = 0
ot 2 20 Fox T20 Pz T TEGy T TEVLX
1 zEav_ Eava +1 2E62v+ Ea Ev(e %)
29 Pox T TFor 2 T270 By TTHGy T TEVILX
ov 2 Ovo? 2 1 0%v 2 ov 2

e i
ox o?2E ot 2 " 02E2° "ox?  0?E “ox  oZE

v 6v+62v+2 ov 2 (t.2) = 0
dx 9t 0x2 azrax GTUTX_

v dv v 2 odv 2

7= Tt et e e =0

__2r
tomar ¢ = gy segue

ov v  0%v v

E: —a+ ﬁ-l_ Ca_ cv(T, x). (4.21)
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A condicdo final vista acima passa a ser uma condicdo inicial com 7 = 0,onde t =T,

segue a forma v(0, x) = max{e* — 1, 0}. E as condicdes de fronteira ndo se modificam quando

2r
x — +oo, etomamaforma lim v(7,x) =0 e lim e* — v(r,x) =e 2", comt > 0.
X >—00 X —=+o00

Para obter a equacdo de difusdo correspondente a equagéo (4.17), considere a seguinte

mudanca de variavel,

v(‘[, x) = ed** ﬁ’u(r, X) (422)

Esses parametros a e 3, sdo escolhidos de forma a anular determinados termos na

equacdo (4.21). Derivar v(t, x) e substituir em (4.21), segue

Beax+,81'u+z_ueax+ Bt — _ (aeax+ﬁru+g_1;eax+ﬁr> + qae®t B'ru +Z_:Leax+,81a,
T

2
+0 ueax+ﬁr+aeax+ﬁra_u+C(aeax+ﬁru+a_ueax+ﬁt>
dx

0x? ox
—Ccu
eax+ Bt <'Bu+a_u) = — ge®t ﬁru_a_ueax+ Bt + azeax+ﬁ1:u+ a_uaeax+ Bt
Jt 0x 0x

2
+g l:eax+[s’1:+aeax+ﬁra_u+Caeax+,8‘ru+ca_ueax+,8‘r
X

—Ccu

dividir ambos os lados por e®** 57 segue

+6u_ 0u+ 5 +6u +62u+ 6u+ N ou
fu 5o Tau— -t Ut ——a ot ao—cau + e - cu
ou 5 ou 0%u ou ou
ﬁu+E=a u+2aa+ﬁ+cau+ca—au—a—cu. (4.23)

. . .0 . 1-
A derivada parcial ﬁ (7, x) anula-se se escolher a e f a satisfazer « = — e § = a” +

(c — 1)a — c, substituir « em B, segue

- (59 05
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(1-¢)? c—c*—1+c

B = 1 + > —-c

(1—-0¢)* (-c*+2c—-1)

B = Z + > —cC

_1—20+cz+(—cz+20—1)
B 4 2

—C

_1—2C+C2—262+4C—2—4C

4
_—c?—2c-1
b= 4
— 1 1 2
ﬁ = —Z(C + ) .
Substituir os valores de a e § em (4.23),
——(c+1)2u+— [ (c—1)] u+2

6x2
+6u [1( D ou
Cax 2C u ax cu
1 + 1)%u + —( +1)2 +2( 1 +1) ou
et Dutg=(-gct;)u 2°72) Tax

1(2+2 PN +6u_(1 , 2 +1) ou +6u+62u c?
g ¢ T TS TS T T )Y T T ox Taxe 2
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1(2_|_2 ) +6u_ 5 2 +1 +62u c? N u
7 (¢ c ut——=ccfu— gt utos——utou—o—cu
ou 1, +2 +u_l_l 5 2 +u+62u cu u
ot 4C U TR T T TN T T o2 T 2 T 2
ou 0%u
37 (WX =75 (T,%). (4.24)

comt=>0e—o00 < x < +co,

Substituir os valores de « e f em (4.22), segue

1

U(T; x) = e_E(C_l)x—%(c+1)2-[

u(t, x)

1 1
dai, tem-se uma condicdo inicial dada por u(0,x) = max{ei(”l)x— ez ¢ V% 0}, e as

1 1
condi¢Oes de fronteira ficam da forma lim e 2D (e+ D) u(t,x) =0 e lim e* —

X >—00 X —»>+00

2r

1 1 - . ~ 7
e 3CTDX DT (0 ) = e 702", parat > 0. E possivel verificar que a equacdo (4.24) é do
tipo parabdlica e seu descriminante € A= 0, pois A =1, B = 0 e C = 0. Note que a equacao
(4.24) é idéntica a equacao do calor.

O problema de valor inicial toma a forma

ou 2u
—(,x) ==—(1,x),T 20e —0 < x <+
ot dx2

u(0,x) = up(x)

tem solucdo Unica desde que u,(x) seja uma funcdo continua exceto num namero finito de

pontos e desde que u,(x) ndo cresca muito rapidamente quando |x| — +oo, ou seja, desde que

exista uma constante a > 0 tal que lim wu, (x)e‘“"2 =0.
x| —+00
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A solucdo da equacdo (4.24) é dada pela integral de Poisson definida na equagéo (A.10).
1 1
Segue, que u(r,x) = max {ez(”l)x — 27X 0} = max {eE(c_l)x(ex - 1), 0}. Na

expressao de Poisson para u(0, x), segue

1 1
u(t,x) = ez CHDs _ eE(C_l)S)e_E(x D ds . (4.25)

2\nt )

Reescrever a integral (4.25) de forma mais resumida, e fazer uma mudanca de variavel,

1 2 _1(x—s)? 2
ewE = T , chamar y? = (x S)

e passar a raiz quadrada de ambos os lados dessa

(s=x%)
Va2t

igualdade, /y2 (x 2 sabe-se que (x —s)2 = 0 eque |x —s| = |s — x|, entdo y =
Ses=0,entdo y = % , deste resultado basta substituir em (4.25), assim ao isolar s, segue

que s = x + yv/2t, que também pode ser substituido em (4.25). Tomar o Z—Z = /27 implica

que dy = v2tds, substituir em (4.25). Feito a mudanca de variavel, segue

1 +0oo 1 \/— 1 \/2— 1 2
u(t, x) = _\/Zf (eg(c+1)(x+y 27) e;(c—l)(x+y T))e—gy dy (4.26)
2N TT -
(7, %) 1 +oo( e+ D) (x+yV2T) 1(c—l)(x+y\/ﬂ)) —lyzd
U\7,x) = ez — ez e 2 y
2Vt —x
V2 _ 1 x
de =5 entdo,
u(t,x) = L f+°° 3 (CHDEIVZD) e_%yzdy
\V2m ‘F"T
®
1

_ o3 DEHWZD) 32 4

2 Y

S
—
7|+

(4.27)

)

Inicialmente é preferivel resolver a integral (i). Reescrever (i) e usar propriedades de

potenciacdo, segue
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1 too V2T 1.2
ez(c+1)(x+y 21')—53/ dy.

7 ) 4.28)
-

Para resolver a integral (4.28), basta completar o0 quadrado da exponencial,

1 1

E(C + 1)(x + yV21) —Eyz
1 1 1
E(C + 1)x + E(C + l)y\/ZT—EyZ

1 1 1 1
E(c+ 1)x+§cyx/ﬂ+§y\/2_ —Eyz

completar o quadrado do termo (cy\/2_1+y\/2_—y2)%, segue y(cv2t + V21), e fazer

cV2T+ /2T
2

, dai %cx/z_r + %\/2_1 elevar ao quadrado,

1 1 1 1 1 1 1 1
(EC\/2_T+E\/2_T)2 = ZCZZT-I- ZEC\/Z_TE\/2_T+Z 27 = EC2T+CT+ 7

.y 1 1 1 1 1 ..
multiplicar por > tem-se, Zczr tocr+or=_(c+ 1)%7 adicionar esse termo encontrado em

(4.28) de forma que ndo altere a expressao, segue

1 e e%(c+1)(x+y\/2_‘c) - %yz + %(c+1)21' - %(c+1)21' dy
V2m =
1

Liern)x L > [(T® 1 VIT) L2 1 2
e2(ct )er(C'H) f e5(0+1)(y 21')—53/ - (c+1) ‘L'dy

V2w =X

V2t

1

1 e%(c+1)x+%(c+1)2f+oo ——(y—%(0+1)\/2_7)2d

e 2 .
\ 21 Y

-X

vzt
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-y 1 .
Fazer uma nova mudanca de variavel, chamar y — > (c + 1)V2t = z, se y esta variando

—-X ~ - - -X
de (E +oo), entdo z vai variar de (E

dz = dy, portanto segue

—%(c + 12, +oo). Assim, Z—; = 1 o que implica

1 +oo

e%(c+1)x + %(c+1)zr f e—%zz dz (4.29)
AL == 5(ct V2T

Como o modelo de Black — Scholes possui distribuicdo normal, da definicdo no
apéndice (B.1.16) e (B.1.18) considere a funcdo de distribuicdo cumulativa de uma lei de

probabilidade normal de média O e desvio padrdo 1, dada por
Nd)=—| e?° ds. (4.30)

Associando (4.29) a (4.30) de forma que (4.29) fiqgue com a mesma estrutura de
integracdo que (4.30). Entdo da distribuigdo normal,

x 1
1 Le+Dx + %(c+1)2‘r j‘/z_T—F 2(C+1)\/2_T e‘%zz dz. (4.31)

—e2

V2r

Fazer d, = \/% + % (c + D27,

d
1 1 2 1 1 12
ez(c+1)x+4(c+1) T f e >Z dz
—00

N(dq)

da distribuicdo gaussiana a solucéo da integral (i) fica dessa forma

e%(c+1)x + %(c+1)er(d1)_

Para resolver a integral (ii) o procedimento é analogo a resolucdo da integral (i), entdo
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1

1 1 1
u(z, x) = eE(C+1)x+Z(C+1)2TN(d1) _ e;(c—l)x+z(c—1)21N(d2). (4.32)

X
V2t
determinar a solucao analitica da equacgdo de Black — Scholes (4.17) nas varidveis originais.

1 .y . . .
sendo d, = +5(c — 1)v2t. Fazer as mudancas de variaveis em sentido inverso para

Primeiro, escreve-se a solugédo como

1 1
v(t,x) = e 2O Ty (g ) (4.33)
substituir (4.32) em (4.33), segue

1

1 1 1 1 1
v(r, x) — e S(c—1Dx - Z(C+1)2T <e§(c+1)x + Z(C+1)ZTN(d1) _ eE(C_l)x + Z(C_l)ZTN(d2)>
_ e—%(c—l)x - %(c+1)21: + %(c+1)x + %(c+1)21:N(d1)
_e—%(c—l)x - %(c+1)21' + %(c—l)x + %(c—l)z'rN(dz)

= exN(dl) - e_CTN(dz)
sendo ¢ = Z—Z entéo
g
2r
v(z,x) = e*N(dy) — e a2 N(dy). (4.34)

Sabe-se que C(t,S) = Ev(t, x), entdo basta multiplicar E de ambos os lados em (4.34),

2
também que S = Ee* e 7 = (T — t) =, segue

2r a2
Ev(t,x) = Ee*N(d,) — Ee 27 92 N(d,)
logo,

C(t,S) =SN(dy) — Ee""T-ON(d,). (4.35)
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Neste caso N(d,) é a probabilidade de a opcao ser exercida na data de maturidade do
contrato e N(d,) representa em probabilidade o nimero de opcdes que é necessario vender por
cada unidade do ativo subjacente. JA Ee "T=YN(d,) da o valor presente do preco de exercicio

ao final da data de expiracéo da opcéo.

2
Substituir os valores de x = log (%) c= % et=(T—-1t) % em d,, dai

dl_o'— W'FO_ZO' (T—-1t)+ >
log (2 Iy
dl_og—(E)_FZ (T_t)+w
o(T—-t) © 2

L loa() + LT 00T + D
b o (T —1t)

_ log(g) + r(T—t)+ @
@ = o /(T — D)
g = log (%) + (r + %2) (T - t). (4.36)

o (T —1t)

Analogamente, d, sera
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(4.37)

Substituir (4.36) e (4.37) em (4.35), obtém-se a solucédo analitica do modelo de Black —
Scholes, que toma a seguinte forma para o aprecamento de opgGes europeias do tipo compra,

log(%)+ (r + 02—2>(T—t) 10g(£)+ (r - 0—2)(T—t)
— _ -r(T-t) E 2
C(t,S) = SN < —— Ee T(T-ON —— . (4.38)

Para a opgdo de venda, a condicdo final dada por V(T,S) = max {E — S, 0}, ou seja,
espera-se que ao final do periodo de maturidade da opcao o valor S do ativo seja menor que seu
preco de exercicio E, caso o contrario o valor da op¢do a ser pago é zero. Nas condicdes de
fronteira, caso o valor do ativo S seja muito pequeno S — 0% surge a condicdo

Jim S+ V(t,5) = Ee "= com t > 0. Se o preco do ativo S for muito grande S — +o
surge a condicdo SlirE V(t,S) = 0. Os céalculos para o aprecamento de uma opc¢éo de venda

sdo analogos a resolucdo para o aprecamento da op¢do de compra, portanto ndo ha necessidade

de repeticdo dos calculos. Analiticamente, tem-se o valor de uma opc¢éo de venda dado por,

log(2)+ (7 - Z)(T-1) log(2)+ (7 + Z)(T-1)
V(t,S) = Ee T(T-t) N <_ og(E) U\(/%) ) _ SN (_ og(E) U\(/Y('T__;)) . (4.39)

4.6 Revisdo dos Modelos de Precificagdo

Antes do modelo de Black — Scholes em 1973 e depois, ja existia a preocupacdo em se
estudar e melhorar as técnicas de precificagdo de opgbes. De acordo com [5], [6], [14], [22],
[27], [28], [33] e [36], pode-se observar os varios modelos e adapta¢Bes que surgiram ao longo
dos anos para se precificar opgoes.

e Louis Bachelier em 1900 desenvolveu uma teoria da especulacdo financeira

descrevendo conceitos que se tornaram fundamentais no estudo dos mercados. Seu
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modelo ndo foi bem aceito, pois possibilitava valores negativos para o ativo
subjacente.

Em 1931 Andrey Kolmogorov criou um modelo padrdo que permitiu resolver
equacOes na teoria das financas, no entanto existem casos que apresentam
dificuldades no processo de solucdo dessas equaces.

Sprenkle em 1961 adaptou a distribuicdo log-normal para o prego do ativo
subjacente, eliminando problemas de valores negativos, mas a taxa média de
crescimento e o grau de aversao ao risco era dificil de se estimar.

James Boness no ano de 1964 introduziu uma taxa de juros em um modelo de
precificacdo, em seu modelo ele ignorava o impacto dos niveis de risco no preco do
ativo e da opgéo.

Em 1965 Samuelson ligou as diferengas de caracteristicas entre o risco do preco e da
opcao do ativo financeiro, sugerindo que o0 ativo seguisse um movimento crescente
positivo, o que ndo ocorre normalmente nos mercados.

Em 1969 Kassouf, Samuelson e Merton criaram um modelo em que as taxas de
crescimento esperadas para o preco da opcdo e do ativo sdo determinadas através de
combinagbes de uma distribuicdo de probabilidade como uma fungdo, mas esse
modelo ndo produz simulagdes de valores médios ao longo do tempo, dificultando a
avaliacdo das opcdes.

O ganhador do prémio nobel, modelo de Black — Scholes em 1973, no qual este
modelo depende apenas de parametros observaveis e supde que 0s ativos objetos
variam de forma continua e aleatdria, mas este modelo ndo se adapta, por exemplo,
as opgdes americanas.

O chamado Método de Monte Carlo de 1977 desenvolvido por Phelim Boyle que
utiliza simulagGes numéricas para encontrar o valor da opgéo, este modelo apresenta
uma desvantagem quando se trata da precisao dos resultados.

Método de Diferengas Finitas de Eduardo Schwartz criado em 1977, aproxima
derivadas parciais de uma equacdo diferencial pelas diferencas finitas
correspondentes, podendo assim obter o valor da opgéo, a dificuldade desse modelo
é retratada pela malha que representa os possiveis valores que o tempo e o pre¢o do
ativo podem assumir.

Em 1979 Cox, Ross e Rubinstein criaram o chamado modelo Binomial, no qual as

alteracdes no preco dos ativos financeiros séo representados por arvores binomiais,
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onde é possivel ver os valores corrigidos até a data de maturidade da opgdo. Esse
modelo pode apresentar dificuldades em sua programacéo quando se tratar de varios
tipos de opcdes.

Modelo de Ad-Hoc Black — Scholes de Dumas, Fleming e Whaley desenvolvido em
1998. Esse modelo utiliza uma logica de precificacdo que se baseia em volatilidades
estimadas por meio de uma analise das volatilidades implicitas das opcdes
semelhantes negociadas nos mercados. Uma desvantagem desse modelo se trata no
calculo feito para encontrar uma medida variavel de volatilidade.

Modelo denominado Hn-Garch de Heston e Nandi criado em 2000. Nesse modelo, o
parametro da volatilidade € calculado a partir do histérico do ativo subjacente sem
precisar das volatilidades implicitas de opcdes semelhantes no mercado. A
dificuldade desse modelo se encontra em calibrar os parametros de forma a refletir
melhor o comportamento dos mercados.

Bonotto em 2008 desenvolveu um método baseado no modelo de Black — Scholes
para o tratamento da precificacdo de opgdes com acbes impulsivas, mas ndo se
aplicou tal método com dados reais.

Modelos de Support Vector Regression para precificacdo de opgdes desenvolvido
por Monica Beltrami em 2012. O modelo baseia-se na supervisdao de dados
estatisticos e determina uma funcéo de precificacdo a partir do reconhecimento de
padrdes e tendéncias do mercado. O modelo apresenta bom desempenho em relacéo
ao modelo de Black — Scholes, porém requer um custo computacional maior.
Antbnio e Geovani em 2014 desenvolveram um modelo exponencial para a
precificacdo de opcdes. Constataram que a distribuicdo dos retornos diarios dos
ativos financeiros é melhor retratada pelo modelo exponencial. No entanto o modelo
exponencial apresenta um retorno muito maior no valor da volatilidade em

comparacdo com o modelo de Black — Scholes.

A todo momento estdo surgindo novas pesquisas a respeito dos modelos de precificagéo.

Dessa forma, fica evidente como citado acima os trabalhos mais relevantes e que contribuem

diretamente no desenvolvimento das pesquisas de precificagdes.

Sempre se teve a preocupacdo de desenvolver um melhor modelo de precificacdo de

opgOes que atendesse os mercados financeiros, e a todo momento surge melhoramentos a

respeito dos modelos de precificacdo. Em todos os modelos é possivel se encontrar falhas, mas
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os modelos mais utilizados nas bolsas de valores sdo os de Black — Scholes e 0 modelo Binomial
de acordo com [28]. No entanto, nem todo os modelos s&o utilizados nas bolsas de valores, mas
contribuem para o desenvolvimento de estudos a respeito das precificacdes de opcdes.

Apesar dos modelos de Black — Scholes e Binomial apresentarem falhas, estes dois
modelos sdo praticos e populares nos mercados. Com o desenvolvimento da tecnologia, fica
claro que em dado momento pode-se surgir um modelo que melhor precifique uma opgéo,

podendo assim, ser um substituto para os modelos de Black — Scholes e Binomial.
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5 MODELO BINOMIAL

O Modelo Binomial foi desenvolvido por Cox, Ross e Rubinstein em 1979, como pode
ser visto em [15]. Em 1976, Mark Edward Rubinstein grande economista e académico
financeiro e Stephen Alan Ross, professor de Economia Financeira na Sloan School of
Management do Instituto de Tecnologia de Massachusetts, fizeram novos estudos a partir do
modelo de Black e Scholes para ativos objeto que seguiam outros tipos de processos
estocasticos que ndo o chamado Movimento Browniano. Porém, ainda existia problemas na
precificacdo de opcdes do tipo americana quando se usava 0 modelo de Ross e Rubinstein,
dessa forma, John Carrington Cox, também professor de finangas na Sloan School of
Management, desenvolveu junto com Ross e Rubinstein, o chamado Modelo Binomial, que
ficou conhecido como modelo de Cox, Ross & Rubinstein.

Nesse modelo, os trés académicos citados utilizaram um processo discreto no tempo e
porém, binomial no espago, fazendo aproximar a um processo continuo possibilitando calcular
0 preco de uma opcdo americana e também desenvolveram o modelo para opg¢des do tipo
europeia que um dos interesses de estudo desta dissertacdo. E possivel se calcular a
probabilidade da ocorréncia dos movimentos serem ascendentes ou descendentes de acordo
com [14]. Conhecendo como se comporta a distribuicdo de probabilidade dos pre¢os dos ativos
financeiros e levando em consideracdo uma operacao livre de riscos, é possivel se obter o

prémio das opcdes.

5.1 Hipoteses do Modelo

Assim como, Black, Scholes e Merton desenvolveram condicGes ideais para se obter o
valor de uma opgéo de venda ou compra, Cox, Ross e Rubinstein propuseram hipoteses a serem

seguidas no modelo Binomial. As hipoteses estdo listadas abaixo independentes da ordem.

H1: O ativo-objeto, exemplo, uma acédo, segue um processo binomial no decorrer do tempo;
H2: A taxa livre de riscos devera ser constante;

H3: Os individuos podem emprestar e tomar quantias emprestadas a mesma taxa;

H4: Néo existem impostos nem custos de transacao, ou requerimentos de margem;

H5: E a venda a descoberto é permitida sem restri¢cbes, com total uso dos seus recursos.


https://en.wikipedia.org/wiki/Financial_economics
https://en.wikipedia.org/wiki/MIT_Sloan_School_of_Management
https://en.wikipedia.org/wiki/MIT_Sloan_School_of_Management
https://en.wikipedia.org/wiki/MIT_Sloan_School_of_Management
https://en.wikipedia.org/wiki/MIT_Sloan_School_of_Management

66

5.2 Avaliagao de Opc¢des

O valor do ativo subjacente se comporta com duas alternativas, uma com movimento
ascendente u e outra com movimento descendente d. Dado um valor inicial positivo para o
ativo em questdo, ao lidar com os retornos das ramificacfes da arvore binomial, pois 0 modelo
binomial é também conhecido como Modelo de Arvores Binomiais e também chamado de
Tridngulo dos Pregos Futuros, esses retornos variam de zero, no limite inferior, e podem se
aproximar do infinito, quando o nimero de periodos aumenta. E preciso recorrer da distribuicéo
binomial do estudo de estatistica basica e verificar que esta vai se aproximar da distribuicdo
logaritmica normal, distribuicdo na qual ndo envolve numeros negativos, de acordo com o
aumento da medida que o nimero de ramificagcdes da arvore se torna muito grande, ou seja,
tendendo para o infinito.

O modelo binomial foi proposto para processos discretos, porém seu interesse neste
trabalho € no estudo para processos continuos. Considere uma distribuicdo de probabilidade
binomial, é possivel transforma-la em uma forma temporal continua. Basta dividir o tempo T
anos, em um numero de intervalos maiores, n, até que esse n — oo. Pelo Teorema do Limite
Central®®, é possivel verificar que a distribuicdo binomial pode se aproximar de uma
distribuicdo normal, veja [14], pois, em cada periodo da arvore a distribuicdo de probabilidades
é dada por uma distribuicdo binomial, assim a medida que o numero de intervalos de tempo
aumenta, mais ela se aproxima de uma distribuicdo normal.

Ao lidar com uma distribuicdo de probabilidade de modelo binomial, tem-se que
encontrar a probabilidade p que determina um movimento ascendente e 1 — p um movimento
descendente, de maneira que o retorno do ativo financeiro seja livre de riscos. Ja para a op¢ao
do tipo compra, pode-se representar os valores dos ativos de subida e descida como sendo C,, e
C4. Os retornos no final da maturidade vao depender do valor do ativo negociado, dependendo
dasituacdo tratada, subida ou descida, e depende tambeém do preco de exercicio da opcao. Existe
duas situagbes distintas, uma em que C, = max{S, —E,0} e a outra em que C,; =
max{S; — E,0}. Para o tipo venda, as seguintes condi¢des, V;, = max{E —S,,0} e V; =
max{E — S;, 0}.

Seja X4, X5, ..., X, uma sucessdo de varidveis aleatérias independentes e com a mesma distribuicdo e que
se admite ter variancia finita: E(X;) = ue Var(X;) = o2. Pode ser feito X = X; + X, + -+ + X,,. Entdo a variavel
Z, definida como: Z, =./(X —nu)/Vno? tem aproximadamente distribuicio N(0,1), quando n é
suficientemente elevado. Isto €, se F, for definida como a funcéo de distribuicdo da variavel aleatoéria Z,,, dai
lim £, (2) = ¢(2).
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No modelo de Black — Scholes, o preco S do ativo financeiro era considerado uma
funcdo continua ao longo do tempo. Ao analisar os mercados o preco S é obtido de forma
discreta no tempo. Como S ndo € continuo, mas sim discreto, esse parametro vai depender dos
instantes de tempo selecionados, S(t;), S(tz), ..., S(t,), referentes aos instantes t; < t, < -+ <
t,. Esse tipo de problema pode ser associado a uma probabilidade na qual o valor de S varia no
tempo, entdo p(S;, S;+1) € a probabilidade do valor seguinte de S(t;) ser o possivel valor
S(ti+1)-

Considere o tempo de maturidade da opgdo T, dividindo [0, T] em N subintervalos At =

z que pode ser escritos como, 0 <t; <t, <:-<t, =T, sendo t, = nAt. Como ja foi
N

mencionado, ha duas possibilidades uma que o ativo sobe com valor u > 1, onde S,,,; = uS,
e com probabilidade p, outra que o ativo desce com valor d < 1, onde S,,,; = dS,, e com

probabilidade 1 — p.
5.3 Determinando p,ued

Da hipotese do modelo, existe um retorno livre de riscos dada uma taxa de juros r, entdo
no instante nAt, dado pelo valor S,,, surge o possivel valor do ativo no instante seguinte (n +
1)At, sendo S,e™¢. Dada a esperanca matematica de S, entendida como uma variavel
aleatoria de acordo com [15],

E[Sn+1] = SnerAt = pSpu + (1 - p)Snd

entdo, e = pu + (1 — p)d. Isolando o valor de p, segue

erAt —d
P 5-)
. , . . ., L S(t+At)
Do modelo browniano € possivel tomar a seguinte variavel aleatdria log (W) com

distribuicdo normal com variancia igual a Ata2, onde o € o desvio padrdo do ativo. Com isso,

S, = S(nAt), entdo S,,.; = S((n + 1)At), obtém-se log (%) A diferencaentre S,,., — S, €

bem pequena, entdo pela férmula de Taylor ja mencionada anteriormente, e sem muitos

detalhes, segue
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S 1
log( ;+1) = log(sn+1) - log(sn) ~ S_ (Sn+1 - Sn)
n

n

1 uS, — S
5 (Sner = Su) = —"Sn =u—1
1 as, — S
5 Gnn =S =—5—=d-1

Onde u—1 e d — 1, que possuem probabilidades p e 1 —p e variancia o2At. A
variancia de uma variavel aleatdria pode ser calculada como, Var[X] = E[X?] — E[X]?, dai
pu? + (1 —p)d? — [pu + (1 — p)d]? = a2At. De (5.1), segue,

_(erdt _ d)(erdt _ u) = g2At

e™t(u +d) —ud — e?™ = g2At. (5.2)

Porém, em [15] foi proposta uma condicdo onde suponha-se que os valores de u e d

sdo inversos, u = %. A equacdo (5.2) tem a forma,
rAt 1 2 2rAt
e u+—|=1+o0°At+e .
u

Dai, aequacgdo u = goVAt pode ser melhor explicada quando se aplica a série de Taylor,

representada por

se tomar a soma dos primeiros termos aproximadamente, tera

1
u = eoVAt = 1+0\/A_t+EJZAt
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1
d = e oVAt = 1—m/A_t+§azAt

e™t =1+ rAt
e2™At = 1 4 2rAt.

Desprezar 0s termos de ordem superior a equacgéo (5.2) pode ser representada por

I{ et _ 4

4p= u-—d 53
u_eaAt ()

Ld=e“"/ﬂ

De acordo com [14], pelo fato de u e d serem inversos na evolucdo dos precos dos ativos

0s movimentos de subida e descida se neutralizam, ou seja, Su?d = Su.

5.4 Arvore do preco dos ativos

E possivel corrigir o valor do ativo financeiro ao longo do tempo na arvore binomial
através dos movimentos de subidas e descidas. De acordo com [15], é possivel tracar um grafo
gue mostra as possiveis possibilidades de se chegar aos valores do ativo, observe a figura a
baixo,

Figura 1 (adaptado): Precos futuros do ativo.

Su?

Su
Su Su

S

S - i
Sd

Sd
Sd?

Sd?

Fonte: (CATIGNANI, 2003, p.115)
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Dessa forma, o resultado final do valor dos pregos dos ativos corrigidos ao longo do
tempo é dado nas Gltimas ramificactes da arvore. E possivel observar que em cada né da arvore,

0 ativo é multiplicado por u ou multiplicado por d, neste caso ou valor do ativo sobe ou desce.

5.5 Arvore do preco das opcdes

As Ultimas ramificacGes da arvore possui 0 preco dos ativos corrigidos no final da
maturidade T. Com esses valores encontra-se o valor da opg¢éo, do tipo compra ou do tipo venda.
Esses valores serdo calculados da direita para a esquerda, neste caso 0 interesse € apenas no
valor das opcdes europeias, para se consultar sobre o valor de outras opgdes, como exemplo, as
opcOes americanas calculadas através do modelo binomial pode se consultar [15].

Considere E, sendo o preco de exercicio da op¢do e S 0 pre¢o ajustado no mercado no
final da maturidade. Para a opcao de compra o valor é dado por C = max{S; — E, 0} e de venda
é dado por V = max{E — S, 0}. Designar por P o valor da opcdo sem definir se € de compra
ou de venda. Os retornos sdo livres de riscos, entdo o valor da opc¢éo esperado ao longo do
periodo e estipulado no contrato em cada instante (n + 1)At serd 0 mesmo valor da opg¢éo PB,.
Tomando um intervalo de tempo anterior nAt, descontando a taxa de juros r no periodo At,

segue

Entéo pode-se escrever dessa forma,

E[Pn+1] =pPpyq + 1- p)Pn+1

ainda,

erAtPn = pPpyq + (1 - p)Pn+1

B = e—rAt[an+1 + (1 = p)Pryal. (5.4)
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Nas ramificacGes o valor de B,, pode ser entendido como valores de subida P, ou descida
P;, bem como o valor de P, ;, que pode ser interpretado de acordo com os valores calculados
da arvore, sendo ascendentes P,,, ou descendentes P, .

O valor da opc¢éo na data inicial zero, pode ser entendido como a média de todos os
valores da opgéo até a data de vencimento baseado em suas probabilidades de ocorréncias, e
em seguida descontado pela taxa de juros livre de risco do modelo. T € o periodo de tempo até
a expiracdo do contrato de opcdo, n 0 numero de movimentos de subidas u, T — n pode ser
entendido como o nimero de movimentos da descida ainda no mesmo periodo. Considere que
n, d, r e p sdo constantes até o fim da maturidade da opgéo, é possivel encontrar a probabilidade

de ocorréncia do valor de um ativo ser obtido, através da distribui¢do binomial a seguir,

!
B(n|T,p) =

— (1 =p)T
TP =P
Considere que a probabilidade de trés movimentos de subida, onde, T = 3, n = 3,

suponha também que a probabilidade de ocorréncia seja p = 0,70,

B(3|3, 0,7) = m

0,73(1 —0,7)373 = 0,343.

Generalizando para todos os movimentos de subida e descida, é possivel criar a arvore
dos valores dos ativos corrigidos e do valor das opcGes ao longo do tempo. Os valores dos
ativos corrigidos se constroem da esquerda pra direita, enquanto os valores das opcdes de

compre e venda se constroem da direita para a esquerda.
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6 PRODUTORES RURAIS NOS VALES DO JEQUITINHONHA E MUCURI

No Nordeste do estado de Minas Gerais, estd localizado os vales do Jequitinhonha e
Mucuri. De acordo com [29], essa regido tem uma populacdo de aproximadamente 1.100.000
habitantes. Essa regido possui uma cultura, sociedade, economia e meio ambiente
diversificados. A agricultura é predominante nos vales do Jequitinhonha e Mucuri, de acordo
com [29], 37% da populacéo dos vales reside na zona rural, porém moradores do meio urbano
também estdo inseridos em atividades agropecuarias aumentando assim, a porcentagem de
moradores dos vales que movem a economia da regido com atividades no meio rural.

A regido dos vales foram ocupadas inicialmente por povos indigenas, depois com a
chegada dos colonizadores esses povos indigenas foram sendo massacrados e expulsos de suas
terras, conforme [2]. Também foi povoada por afrosdescendentes, pois a regido de Diamantina
tinha uma grande presenca de negros escravizados. Com o fim da escraviddo, 0s
afrosdescendentes se espalharam pela regido procurando meios de manter suas vidas e familias
através do trabalho na terra.

A partir do século XVIII o vale do Jequitinhonha surgiu como uma area de mineracao
da Coroa portuguesa, trazendo diversos exploradores pra essa regido. Quando 0S recursos
minerais se esgotaram, as familias que moravam no Jequitinhonha se tornaram lavradoras, e
outras foram para o vale do Mucuri em busca de novas oportunidades de trabalho e subsisténcia.
Hoje o Jequitinhonha é composto por 75 municipios organizados nas microrregides, Alto,
Médio e Baixo Jequitinhonha.

O vale do Mucuri, sendo influenciado por Tedfilo Benedito Otoni*®® que em 1847, junto
com o Governo da Provincia de Minas Gerais, instalou a Companhia de Navegagdo e Comércio
do Vale do Mucuri. Para expandir a regido, Tedfilo Otoni propds a ocupacdo do vale por
europeus, tendo destague os germanicos, sendo considerados mais capacitados para o trabalho
e desenvolvimento econdmico do vale, veja [2]. Com o passar do tempo, o desenvolvimento
agrario ficou facilitado devido aos avancos tecnolégicos, mas restando ainda familias que
trabalham na terra como vaqueiros, produtores de café, e outras formas de agricultura. O vale
do Mucuri é composto atualmente por 27 municipios.

Com o processo histdrico que os vales possui e com a ocupacao desenfreada pelos

colonizadores, juntamente com a diversidade étnica, econémica, cultural e de vinculo com a

%0Nasceu na Vila do Principe em 27 de janeiro de 1807, e morreu no Rio de Janeiro em 17 de
outubro de 1869, foi um jornalista, comerciante , politico e empresario brasileiro.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Serro
https://pt.wikipedia.org/wiki/27_de_janeiro
https://pt.wikipedia.org/wiki/1807
https://pt.wikipedia.org/wiki/Rio_de_Janeiro_(cidade)
https://pt.wikipedia.org/wiki/17_de_outubro
https://pt.wikipedia.org/wiki/17_de_outubro
https://pt.wikipedia.org/wiki/1869
https://pt.wikipedia.org/wiki/Jornalismo
https://pt.wikipedia.org/wiki/Comerciante
https://pt.wikipedia.org/wiki/Pol%C3%ADtica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Brasil
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agricultura familiar camponesa, incluindo familias tradicionais originadas por indigenas,
afrodescendentes e imigrantes de varias regides do pais, os vales se torna um local de muitas
diversidades. As riquezas naturais da regido, incluindo as pedras preciosas, rochas raras, faz
com gue o Jequitinhonha e Mucuri seja um alvo apenas de exploragédo, de acordo com [1].
Martirizado como o “Vale da pobreza”, o Jequitinhonha e Mucuri recebem ajuda de
0rgdos publicos e privados com o objetivo de desenvolver a regido e sanar os problemas de
desigualdades econémicas e sociais. Porém, maior parte dos investimentos em prol da
sociedade, esta voltado para a exploracdo das riquezas naturais dos vales, trazendo assim
prejuizos ao meio ambiente. Investimentos como esses por parte de entidades governamentais
e ndo governamentais, em empreendimentos minerarios, trazem uma ameaca as familias
camponesas gue sdo responsaveis por incentivar o crescimento econémico dos municipios dos
vales. Exemplos dessa dinamizacdo econémica, é encontrada nas feiras livres que ocorrem em

todas as regides dos vales.

6.1 Desenvolvimento Econémico Rural

Nos vales do Jequitinhonha e Mucuri é possivel observar uma grande degradacdo do
solos, desmatamentos, queimadas, secas dos rios e corregos. Os agricultores enfrentam
dificuldades em produzir na terra, e as vezes utilizam de forma incorreta adubos e produtos
quimicos para a manutencdo de seus plantios e lavouras. Mesmo com essas adversidades, a
agricultura resiste e as familias vivem do trabalho do campo.

O desenvolvimento econdmico rural, acontece de forma lenta e trabalhosa por parte dos
agricultores. A comercializacdo dos produtos produzidos na terra é realizada perifericamente,
quase que exclusivamente local, veja [38]. Mesmo existindo diversas potencialidades capazes
de incentivar o desenvolvimento da regido através dos recursos naturais e das diversidades
culturais, os vales possui uma economia voltada para o setor primario®!, com isso é preciso uma
melhor organizacdo do comeércio rural para que haja uma competitividade e expansao para
outros mercados. Esse crescimento do mercado se faz necessario, pois a producéo originada da
agricultura é voltada para o proprio consumo e o excedente é vendido em feiras locais, ou

comercializado com atravessadores.

310 setor primario é entendido como um o conjunto de atividades econdmicas que extraem e transformam
a matéria-prima, ou seja, transformam os recursos naturais em produtos primarios. As atividades importantes neste
setor incluem agricultura, a pesca, a pecuaria e a mineragdo em geral.
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Depois dos anos 80, as organizagdes sociais do meio rural fortaleceram as experiéncias
de incentivo a producdo, de desenvolvimento da politica e cultura. Parando para pensar nos
problemas causados devido ao tradicionalismo e costumes do uso da terra, surgiu a necessidade
do homem do campo de participar de acdes que ajudassem ao desenvolvimento rural,
permitindo melhorar os programas e as demandas sociais ampliando os recursos disponiveis do

governo para a regido dos vales.

6.2 Programas Rurais

Em todo territorio nacional existem programas voltados para o meio rural, sdo alguns
deles: Programa Arca das Letras, Programa Desenvolvimento Sustentavel-DRS, Programa
Desenvolvimento Sustentavel da Agricultura, Programa de Apoio ao Desenvolvimento do Setor
Agropecuario, Programa de Assisténcia Técnica e Desenvolvimento Rural na Agricultura
Familiar, Programa de Educacdo Ambiental para Sociedades Sustentaveis, Programa Banco da
Terra, Crédito Fundiério, e etc.

Existem programas do governo atuando nos vales do Jequitinhonha e Mucuri, como o
Programa Banco da Terra, Crédito Fundiério, Minas sem Fome, entre outros, porém os
programas nao sao suficientes para resolver todos os problemas da regido, [1]. A regido dos
vales é vista com imagens sofridas, como um povo pobre e desamparado pelos governantes.
Entre algumas familias de baixa renda dos vales, a principal fonte de rende provém de politicas
publicas, como por exemplo, o Bolsa Familia®?, outras fontes de renda seria aposentadorias,
pensdes, servicos voltados a agricultura ou néo.

Dessa forma, os programas rurais ndo se apresentam como uma forma de resolver todos

0s problemas da regido, mas sim como forma de amenizar parte dos problemas.

6.3 Associagdes

Pode-se entender por associacdo um conjunto de pessoas que possuem um objetivo
comum. Nos vales existem algumas associa¢des, como por exemplo, a ARMICOPA®, uma
sociedade civil sem fins lucrativos formada por outras associa¢des de agricultores, de mesma

natureza juridica afiliada a ela. A ARMICOPA ¢ situada no municipio de Te6filo Otoni

320 Bolsa Familia é um programa do governo de transferéncia direta de renda por parte do governo que
beneficia familias com renda mensal baixa por pessoa de até R$120,00.
$Associacdo Regional Mucuri de Cooperacdo de Pequenos Agricultores.
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localizado no nordeste do Estado de Minas Gerais, correspondente ao vale do Mucuri, onde
esta associacdo desempenha trabalhos voltados a agricultura.

As associacdes de produtores rurais € uma organizacgdo civil formada por familias de
produtores rurais. Essas associacdes tem por objetivo disseminar o desenvolvimento de a¢6es
que beneficiam a comunidade que as formam. A associa¢cdo em conjunto, realiza compras de
maquinas, equipamentos em geral, animais para o uso de todos, constroem galpdes de uso de
todos, realizam embalagem de produtos rurais, proporcionam o comercio, trabalham com
artesanatos realizados pelas familias dos agricultores, reivindicam apoio ao Governo, e etc.

Estas associacOes, cooperativas®® e sindicatos®®, possuem uma constituicdo e
funcionamentos diferenciados, mas sdo todas voltadas para a ajuda matua da comunidade, veja
[2]. As associacdes trazem algumas vantagens para os produtores rurais, facilitando a
assisténcia técnica para a melhoria da producdo, gerando mais produtividade; ajuda na
utilizacéo de bens que ndo sdo faceis de se adquirir individualmente; com melhores resultados
de produgdo, as associagdes incentivam o mercado interno nas regides; proporciona
oportunidades de emprego, ajudando a melhorar a renda das familias de agricultores; incentiva
também a permanéncia do homem no campo.

Criado a associacdo, é formada uma diretoria, composta por presidente, secretario,
tesoureiro e suplentes. Entdo € realizada assembleias onde sdo tomadas as decisdes importantes

em prol das familias dos agricultores rurais.

6.4 Recursos e Investimento para o Produtor Rural

Como ja foi mencionado, o produtor rural recebe alguns incentivos por parte do governo
atraves de programas rurais, tais recursos tende a proporcionar um melhor desenvolvimento da
agricultura. Mesmo com ajuda do governo, e com 0 amparo das associagdes, coorporativas e
sindicatos o produtor rural acaba retirando seus recursos de subsisténcia basicamente da terra,
veja [2].

Quando se retrata a figura do produtor rural é abordado todos os niveis de produtores

rurais, desde aqueles com uma simples horta perto de sua casa a grandes vendedores de produtos

3*Uma organizagio de tipo associativo que desenvolve a¢des nos campos social e econdmico. E formado
por uma sociedade de pessoas e ndo de capital visando lucro.

%0 sindicato é uma associacdo que retine pessoas de um mesmo segmento econdmico ou trabalhista
visando lucro.
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originados da terra. Nesta perspectiva encontra-se familias agricolas®®, familias ndo agricolas®’
e familias pluriativas®. Nem todos os membros de familias de agricultores nos vales do
Jequitinhonha e Mucuri, veja [2], estdo inseridos diretamente na atividade do campo.

Os produtores rurais recorrem a investimentos oriundos, por exemplo, de programas do
governo e utilizam esse dinheiro para dar desenvolvimento em suas atividades agricolas. Entéo,
com o apoio dos sindicatos, associa¢des, cooperativas, ou outros, esses produtores obtém certo
retorno financeiro com a venda de seus produtos, ou mesmo com O consumo proprio
economizando assim de comprar em outros lugares. Dessa forma, o produtor rural consegue
manter o ciclo de sua producédo, pega dinheiro emprestado dos programas rurais, obtém seus

produtos, paga o que deve e se mantém ativo em suas atividades no meio rural.

6.5 Outras Alternativas de Investimentos

Investir na atividade agricola, faz com que o produtor rural confie no bom preco dos
produtos para poder vender. Seus produtos oriundos do trabalho rural é como qualquer outro
ativo financeiro, sofre riscos de variacdes nos precos. Essa variacdo de precos esta ligado a
diversos fatores, como exemplo, o clima. Em certos periodos do ano, pode ocorrer mudancas
no clima, causando assim secas, geadas, alagamentos, entre outras causas, afetando de forma
direta no preco dos produtos agricolas.

Caso haja alguma interferéncia no ganho monetario em relacdo aos produtos agricolas,
ou seja, a perda total ou parcial das lavouras ou dos animais, como exemplo, a criacdo de aves,
suinos, bovinos e outros, o produtor rural recorre algum de tipo de seguro rural®. No entanto,
nem todos os produtores possuem alguma forma de seguro, entdo ndo ha recuperacédo do capital
investido, tendo assim um prejuizo financeiro e material.

Dessa forma, é proposto aqui uma alternativa de investimento que possa amenizar
possiveis perdas para o produtor rural, ndo somente amenizar como também ser uma fonte de
investimento para desenvolver a producdo no meio rural. A alternativa é voltada para o mercado
financeiro, € preciso se deixar claro que o objetivo ndo € retirar o produtor rural do seu meio de
trabalho, mas sim lhe proporcionar novas formas de se obter ganhos financeiros e incentivos a

sua producéo.

%Todos os membros da familia exercem atividades principais voltadas a agricultura pecudria.

"Quando as atividades principais dos membros das familias ndo sdo voltadas & ocupagao agropecudria.

%Quando pelo menos um trabalhador da familia exerca uma ocupagdo nao agricola.

3Protege o produtor contra perdas causadas por fenémenos da natureza e outras causas que levem a perca
do valor de seus produtos, até o limite maximo de indenizacdo contratado.
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Como transcorrido ao longo da dissertagédo, 0 modelo de Black — Scholes e Binomial
pode ser utilizado para precificar opgdes. O produtor rural pode utilizar desses modelos para
gerir ganhos na bolsa de valores, assim como outras aplicacdes no mercado financeiro. Pode
também, comprar acdes de empresas e participar dos lucros da mesma. Parte dos ganhos obtidos
com esses investimentos financeiros, podem retornar para o campo em momentos dificeis na
producdo, minimizando assim perdas maiores. Também, o produtor rural, pode retirar parte de
seus ganhos obtidos nas vendas, por exemplo, nas feiras e aplicar mensalmente uma cota nos
mercados financeiros, com isso é possivel se ter uma outra fonte de renda em andamento. Vale
ressaltar, que as associacOes, sindicatos e cooperativas ndo estimulam outras alternativas de
investimento para o produtor rural, sendo necessario uma abordagem nessa tematica voltada
para beneficiar familias que sofrem com falta de recursos proprio para gerir seus
empreendimentos.

Utilizar contratos de opc¢des de compra e venda, aplicados através dos modelos de Black
— Scholes e Binomial, pode-se tornar uma alternativa viavel para quem deseja tornar um
pequeno empreendimento em um agronegadcio de sucesso. Os vales do Jequitinhonha e Mucuri
possuem recursos naturais capazes de levar pequenos produtores no campo a serem grandes
produtores, basta se ter uma boa gestdo dos recursos aplicado a producéo. De acordo com [1] e
[29], a regido dos vales apresentam um baixo IDH*, entdo uma proposta onde se faz uma
aproximacdo do produtor do campo aos mercados financeiros pode ser vista com repldio. A
desvantagem que pode ocorrer, caso haja a pratica de investimento financeiro pelo produtor, é
a méa gestdo de seus recursos por falta de entendimento técnico. Na secdo 7, é apresentado
argumentos que podem facilitar esse entendimento de aplicacédo de recursos nos mercados. Num
primeiro olhar, pode ser interpretado que se precisa ter vastas somas em dinheiro para poder
aplicar qualquer investimento na bolsa de valores, este fato é desmistificado na secdo 7 que leva
a elaboracgdo de uma cartilha voltada para o produtor rural e demais interessados em investir em

uma nova alternativa de ganhos financeiros.

“[ndice de Desenvolvimento Humano, medida importante proposta pela ONU - Organizagéo das Nages
Unidas para avaliar a qualidade de vida e o desenvolvimento econémico de uma determinada populago.
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7 BOLSA DE VALORES: Alternativa de Investimento para os Produtores Rurais

Como ressaltado na introducdo, a falta de conhecimento das pessoas fisicas sobre
investimentos na Bolsa de Valores, se deve a principio a auséncia de informaces a respeito de
como investir corretamente. No entanto, é viavel que o produtor rural tenha conhecimento da
bolsa de valores do estado de Sdo Paulo, a BM&FBOVESPA, que é uma empresa que
administra mercados organizados de Titulos, Valores Mobiliarios, Contratos Futuros, Opcdes,
Acdes e Contratos Derivativos. Através dela, é possivel se fazer grandes ou pequenos
investimentos nos mercados financeiros.

Para se obter lucro, o produtor rural ndo precisa investir vastas somas de dinheiro, mas
sim ter um conhecimento a respeito dos mercados e saber com que tipo de investimento esta
lidando. E necessario que se tenha uma boa corretora** ao seu dispor, para que se tenha um
controle do dinheiro, ou seja, para que o investimento ndo sofra grandes riscos de perdas. Dessa
forma, o produtor ndo precisa saber tudo sobre os mercados, ser um especialista, mas sim ter
um apoio técnico suficiente para poder investir corretamente.

Investindo, e tendo um conhecimento prévio dos mercados, a garantia dos lucros é certa.
Como a regido dos vales é carente de recursos financeiros, a longo prazo, para quem investe
pequenas quantias, os retornos sdo significativos, porém o investidor deve fazer um
acompanhamento junto com sua corretora. Nas chamadas altas e baixas dos mercados, ou seja,
qguando o preco de alguns derivativos abaixam ou sobem seus valores, o investidor terd que
tomar sabias escolhas para que seu capital ndo sofra perdas junto a essas oscilacfes. A ideia
ndo é aprender perdendo dinheiro, mas sim ganhando dinheiro, podendo ocorrer posteriormente
uma melhoria no investimento do meio rural.

O homem do campo ndo precisa ser um expert em investir, basta encontrar uma
corretora do seu interesse e abrir uma conta, ou seja, fechar um contrato com a corretora para
que ela trabalhe de acordo com interesse de cada um. Acompanhar seus investimentos junto
com a corretora e 0s mercados, proporcionard uma alternativa de ganhos significativos para
guem deseja ter outra fonte de renda, assim 0 homem do campo com grandes ou pequenas
producdes rurais tera um amparo financeiro em momentos de baixas na producéo, ou mesmo

podendo aumentar sua producdo em escala comercial.

41Corretora de valores é uma pessoa juridica auxiliar que intermedia a compra e venda de titulos financeiros
para seus clientes e faz varios tipos de investimentos na Bolsa de Valores.
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Devido a essas ddvidas primarias que existem sobre investimentos, esta dissertacéo
apresenta nos anexos em forma de cartilha um passo a passo, com algumas informacdes Uteis
para o produtor rural iniciar algum investimento nos mercados de agdes, opcdes, fundos e etc.,
ndo somente o produtor, mas qualquer pessoa interessada em iniciar uma aplicacdo na bolsa de
valores. Aplicagdes dos modelos de Black — Scholes e Binomial podem ser melhor entendidas
realmente na préatica por qualquer individuo disposto a investir. Nessa cartilha sera esclarecido
alguns termos técnicos utilizados nos mercados, apresentando de forma simples informac6es
que ajudardo os produtores rurais dos vales do Jequitinhonha e Mucuri a entender como iniciar

seus investimentos.
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8 SIMULACAO

Nessa simulacdo foi usada valores de acOes de empresas como sendo o ativo subjacente
a op¢do. Em primeiro momento, utilizou-se o célculo analitico do modelo de Black — Scholes
para calcular o valor de uma opcao de compre e venda. Depois, utilizou-se o algoritmo do
modelo Binomial para calcular o valor do prémio de uma opcdo de compra e venda. E por
ultimo uma comparagdo do prémio da opg¢do calculado por Black — Scholes e Binomial em
relacdo a variacdo da taxa de juros e da volatilidade.

8.1 Cddigos das Acdes

Existem basicamente dois tipos de acdes, as ordinarias e as preferenciais, conforme [28].
As acOes ordinarias sdo representadas pela sigla ON. Estas a¢fes ddo aos acionistas, aqueles
que detém a posse das agdes, o direito de voto nas assembleias dentro da empresa e a
participagdo ndo preferencial nos resultados das empresas. J& as agdes preferenciais, sdo
representadas pela sigla PN, e concedem prioridades aos acionistas. Nesse caso, 0s acionistas
possuem direito nos dividendos e no reembolso do capital da empresa, porém nao possuem o
direito de voto nas assembleias. As acdes preferenciais se subdividem em classes A, B, C e D.
Neste caso as classes também sdo representadas por siglas sendo PNA, PNB, PNC e PND. Para
maiores detalhes de cada classe € fundamental consultar a empresa, pois cada empresa em
especifico pode tratar essas classes de maneira diferenciada.

No mercado financeiro essas a¢fes sdo negociadas na Bolsa de Valores. Ao fazer uma
pesquisa do valor de uma agédo de uma determinada empresa, encontra-se a agcao correspondente
em codigos. Os cadigos possuem 4 letras maidsculas que fornecem abreviadamente o nome da
empresa, mas essa quantidade de letras pode variar conforme a empresa queira, € 0 niUmero que

representa o tipo da a¢do, conforme pode ser visto em [9].

e O nimero 1 representa o direito de subscricio*? de uma acio ordinaria. Exemplo é o

codigo PETR1, referente ao direito de subscri¢do da acdo ordinaria da Petrobras PETRS3;

“2E o direito de preferéncia do acionista para adquirir novas a¢des de uma companhia, numa dada
porcentagem das que possulir.
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e O numero 2 representa o direito de subscricdo de uma acdo preferencial. Exemplo é o
cddigo BBDC2, referente ao direito de subscricdo da acdo preferencial do Banco do
Bradesco BBDC4;

e O numero 3 representa as acdes ordinarias de uma empresa. Exemplo é o codigo NATU3,
referente a empresa Natura Cosméticos S.A;

e O numero 4 representa as acdes preferenciais de uma empresa. Exemplo é o cdédigo
BBDC4, referente as a¢des do Banco Bradesco;

e O numero 5 representa as acOes preferenciais de classe A de uma empresa. Exemplo é o
codigo VALES, referente a empresa da Vale;

e O numero 6 representa as acdes preferenciais classe B de uma empresa. Exemplo é o
codigo CPLES, referente a empresa Companhia Paranaense de Energia;

e O numero 7 representa as a¢des preferenciais de classe C. Exemplo é o cédigo TMAC7
da empresa Amazonia Cel.;

e O numero 8 representa as acdes preferenciais de classe D. Exemplo é o codigo BRGES8
da empresa Consorcio Alfa de Administracdo S.A.;

e O nGmero 9 representa os recibos de subscricio*® das agBes ordinarias. Exemplo é o
cdédigo BRBRGEACNPAS9 da empresa Consorcio Alfa de Administracdo S.A.;

e O numero 10 representa os recibos de subscricdo das acBes preferenciais. Nao é comum
encontrar a¢6es usando esse nimero em seus codigos;

e O numero 11 ndo representa nenhuma regra especifica para a acdo ser negociada. Este
numero representa os recibos de acGes de empresas estrangeiras negociadas na bolsa
brasileira. Também representam os ativos compostos por mais de um tipo de acdo. Nao

é comum encontrar agdes usando esse nimero em seus codigos.

8.2 Precificacdo das Opcoes via Modelo Black — Scholes

O interesse é em saber qual o melhor valor a se pagar por uma op¢éao do tipo europeia
de compra ou venda em uma transagdo. Suponha a seguinte situacéo no calculo analitico desse
valor usando as equacdes (4.38) e (4.39) e dados encontrados em [9], referente ao més de abril
de 2016.

Considere o preco corrente de uma agdo ordinaria PETR3 da Petrobréas, suponha-se seis

meses antes do vencimento do contrato de uma opg¢éo. O pre¢o da agdo no mercado estd em R$

E um registro que comprova que o direito de subscrever agdes foi exercido pelo seu titular.
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10,53. O preco de exercicio da op¢do é de R$ 11,00. J& a taxa de juros livre de riscos vigente
no mercado, referente a taxa Selic*, é de 14,15% a.a. e a volatilidade da acdo no mercado ¢ de

81,17% a.a. E o tempo de 0,5 anos. Entdo, segue 0s seguintes parametros,

§$=1053 E=1100 r=0,1415 ¢=08117 T—-t=0,5

Primeiro é preciso calcular (4.36), (4.37) e e ""=DE, usando uma aproximagio com quatro

casas decimais:

10,53 0,81172
log(——) + (0,1415 + ——— ) (0,5)
d, = ( 11 ) ( 2 ) = 0,3772
0,8117,/(0,5)
10,53 0,81172
log(——) + (0,1415 — ——)(0,5)

0,8117,/(0,5)

e TITDE = ¢~01415(03)11 = 10,2486.
Substituindo esses valores em (4.38) e (4.39), segue,

C(t,S) =10,53N(0,3772) — 10,2486N(—0,1968)

V(t,S) = 10,2486N(0,1968) — 10,53N(—0,3772).

Para encontrar os valores de N(d;) e N(d,) pode-se consultar uma tabela com
probabilidades acumuladas da funcao de distribui¢cdo normal padronizada, ou utilizar a funcéo
distnormp do software Excel (distribui¢do cumulativa normal padréo), portanto obtém-se:

{C(t, S) = 2,49
V(t,S) =221

“4A taxa Selic é conhecida como taxa basica de juros da economia brasileira. E a menor taxa de juros da
economia brasileira e serve de referéncia para a economia brasileira.
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Gréfico 1: Valor da opcéo de compra em varios momentos.

C(Ls)

)

Fonte: Autor.

Considere para fins de ilustracdo os valores e os parametros da acdo ordindria PETR3
da Petrobras, e para valores de S a variar entre S, = 0 e S, = 20, obtém-se o grafico 1, que
representa os valores da opcao C (¢, S) se aproximando da maturidade. Quando o valor do ativo
aumenta o valor da opc¢do de compra tende a aumentar, e quando a data de vencimento da opc¢éo
esta proxima da maturidade o valor da opg¢do tende a cair.

Desta forma, considerando-se que o preco de exercicio da opcdo no momento € de R$
11,00, para que o comprador da opc¢do de compra ndo tenha lucro ou prejuizo, a acdo deveria
estar em R$ 13,49 (R$ 11 + R$ 2,49), ou seja, a acdo deveria subir R$ 2,96 (R$ 13,49 — R$
10,53). Se no mercado a acdo estiver valendo R$ 15,00 o comprador terd um lucro de (R$ 15 —
R$ 13,49), ou seja, R$ 1,51.

Analogamente, para que o comprador da op¢do de venda ndo tenha lucro nem prejuizo,
o valor da agdo no mercado deveria ser de R$ 8,79 (R$ 11 — R$ 2,21), ou seja, ela deveria cair
R$ 1,74 (R$ 10,53 — R$ 8,79). Se no mercado a acao estiver valendo R$ 7,00 o vendedor tera
um lucro de [R$ 11 - (R$ 9,21 = R$ 7 + R$ 2,21)], ou seja, R$ 1,79.

Existem planilhas no software Excel que realizam todos os célculos das equagdes (4.36),

(4.37), (4.38) e (4.39), e algoritmos implementados em outros softwares.
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8.3 Prémio das Opcdes e as Variaveis do Modelo de Black - Scholes

Segundo o modelo de Black — Scholes, as variaveis que afetam os prémios das opc¢des
sd0: 0 prego do ativo subjacente S, o preco de exercicio E, a volatilidade anualizada do preco
do ativo a, 0 tempo até o vencimento da opcéo T — t, e a taxa de juros do mercado financeiro
r. Cada variavel desta, afeta de forma significativa o preco da opgdo de compra ou de venda. E
importante analisar sobre o que acontece graficamente com o valor do prémio em funcgéo dessas

variaveis.

8.3.1 Prémio da Opcéo e o Ativo Objeto

O valor da opcédo flutua diretamente proporcional ao valor do ativo objeto, conforme
[25]. Olhando para o valor da opcdo de compra, quanto maior o valor do ativo objeto, maior
sera o preco da opcao. O preco do ativo é de extrema importancia para se definir o valor da
opcao.

Considere o ativo sendo a acdo preferencial BBDC4 do Banco do Bradesco, e que esse
ativo esteja no valor de R$ 29,60 no mercado atual. Sua volatilidade no mercado é 64,51% a.a.,
com uma taxa de juros de 14,15% a.a. Suponha um tempo de 0,5 anos para a maturidade da
opcédo e um preco de exercicio de R$ 33,00. Fazer o valor do ativo variar de R$ 1,00 para mais
e para menos para observar o comportamento no grafico. Observe a tabela a seguir com 0s

valores de compra e venda, gerado com as equacdes (4.38) e (4.39).

Tabela 3: Variagdes do preco do Ativo Objeto.

S E g r (T—-19¢ c |4
R$2160 | R$33,00 | 64,51%aa. | 14,15%aa. | 05an0s | Rg146 | R$ 10,60
R$2260 | R$33,00 | 64,51%aa. | 1415%aa | 05anos | rg177 | R$991
R$2360 | R$33,00 | 64,51%aa. | 1415044 | 05an0s | Rg211 | R$9,26
R$24,60 | R$33.00 | ga519%aa. | 1415%aa | 05a00s | Rg49 | RE864
R$ 2560 | R$33.00 | ga51%aa | 14,15%aa | 058005 | Rg291 | R$805
R$26,60 | R$33.00 | g451%aa | 14,15%aa | 058005 | Rg335 | R$750
R$27,60 | R$33.00 | 6451%aa | 14,15%aa | 058005 | Rg383 | R$6,98
R$ 28,60 | R$33.00 | 6451%aa. | 14,15%aa. | 05an0s | Rg435 | R3649
R$ 29,60 | R$33.00 | 6451%aa. | 14,15%aa. | 0.5an0s | Rg489 | R$6,04
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R$30,60 | R$33,00 | g451%aa. | 1415%aa | 05a00s | R$546 | R$5,61
R$3L60 | R$3300 | 6451%aa. | 14.15%aa | 05an0s | R$6,06 | R$5.21
R$3260 | R$3300 | 6451%aa. | 14.15%aa | 05an0s | R$6,69 | R$ 483
R$33,60 | R$3300 | 6451%aa. | 14.15%aa | 054005 | R$7,34 | R$448
R$34,60 | R$3300 | 6451%aa. | 14.15%aa | 05an0s | R$80L | R$416
R$3560 | R$3300 | 6451%aa. | 14.15%aa | 05an0s | R$871 | R$3,86
R$36,60 | R$3300 | 6451%aa. | 14.15%aa | 05an0s | R$9,43 | R$358
R$37,60 | R$3300 | 6451%aa. | 14.15%aa | 05an0s | R$10,17 | R$3,32

Fonte: Autor.

Gréfico 2: Variagdo da Opcdo de Compra em fungéo da variacdo do Valor do Ativo.
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Fonte: Autor.
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Conforme o valor do ativo aumenta, o valor da op¢do de compra aumenta. Observe que
se 0 valor do ativo for zero tem-se o valor da opg¢éo sendo zero. E caso o valor de mercado do
ativo esteja muito alto o valor do contrato de op¢éo a ser pago por ele também sera muito alto.
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Gréfico 3: Variacdo da Opcdo de Venda em funcédo da variagdo do Valor do Ativo.
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Fonte: Autor.

Conforme o valor do ativo aumente, o valor da opcdo de venda diminui, pois o investidor
torce pela queda do preco do ativo no mercado. Se acontecer do valor do ativo ser muito grande,
o valor da opc¢éo de venda sera zero, pois para um investidor ndo é lucro comprar um ativo com
um valor muito alto no mercado e vendé-lo por um valor menor de acordo com o contrato

acordado.

8.3.2 Prémio da Opcao e o Preco de Exercicio

Se um contrato de opcao de compra ou venda for exercido na data de maturidade, o
valor de exercicio E é que se sera o acordado. O preco de exercicio afeta o valor do prémio de
uma opg¢do numa relagéo inversamente proporcional, veja [28].

Considere o ativo sendo a agéo preferencial de classe A, VALES5 da empresa Vale, e
que esse ativo esteja no valor de R$ 15,03 no mercado atual. Sua volatilidade no mercado é
77,23% a.a., com uma taxa de juros de 14,15% a.a. Suponha um tempo de 0,5 anos para a
maturidade da op¢do. Supondo um valor de exercicio de R$ 18,00 e que ele varie em um real
pra mais e para menos. Observe a tabela a seguir com os valores de compra e venda, gerado

com as equacdes (4.38) e (4.39).
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Tabela 4: VariacGes do preco de Exercicio.

S E o r (T—-1 C |4
R$ 15,03 | R$1000 | 7723%aa. | 14,15%aa | 05anos | Ry 38 | R$ 0,66
R$ 15,03 R$ 11,00 7723%aa. | 14,15%aa. | 0,5an0s | R$ 573 R$ 0,95
R$ 15,03 R$ 12,00 7723%aa. | 14,15%aa. | 05an0s | Rg514 R$ 1,29
R$ 15,03 R$ 13,00 7723%aa. | 1415%aa. | 05an0s | Rs 4,60 R$ 1,68
R$1503 | R$14,00 | 77,23%aa. | 1415%aa. | 05an05 | Rg411 | R$2.13
R$1503 | R$1500 | 77,23%aa. | 1415%aa | 05an0s | Rg36g | RS 2,62
R$1503 | R$1600 | 77,23%aa. | 14,15%aa | 05anos | Rg328 | RS 3,16
R$1503 | R$1700 | 77.23%aa | 14,15%aa | 05an0s | Rg293 | R$3,74
R$1503 | R$1800 | 77,23%aa. | 14,15%aa. | 05anos | Rg262 | RS 4,36
R$ 15,03 R$ 19,00 7723%a.a. | 14,15%a.a. | 0,5anos | R$2,34 | R$5,01
R$ 15,03 R$ 20,00 77,23% a.a. | 14,15%aa. | 0,5anos | R$2,09 | R$5,69
R$ 15,03 R$ 21,00 77,23% a.a. | 14,15%aa. | 0,5anos | R$1,87 | R$6,40
R$ 15,03 R$ 22,00 77,23% a.a. | 14,15%aa. | 0,5anos | R$1,67 | R$7,14
R$ 15,03 R$ 23,00 77,23% a.a. | 14,15%aa. | 0,5anos | R$1,49 | R$7,89
R$ 15,03 R$ 24,00 7723%a.a. | 14,15%a.a. | 0,5anos | R$1,34 | R$8,67
R$ 15,03 R$ 25,00 7723%a.a. | 14,15%a.a. | 0,5anos | R$1,20 | R$9,46
R$ 15,03 R$ 26,00 7723%a.a. | 14,15%a.a. | 0,5anos | R$1,07 | R$ 10,27

Fonte: Autor.
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Gréfico 4: Variacdo da Opcdo de Compra em fungdo da variagdo do Preco de Exercicio.
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Fonte: Autor.

Observe o gréafico acima, quando o valor do preco de exercicio for maior que R$ 15,00,
0 investidor ndo possuird ganhos. Se o preco de exercicio for muito alto a op¢do ndo sera

exercida.
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Gréfico 5: Variagdo da Opcdo de Venda em funcdo da variagdo do Preco de Exercicio.
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Fonte: Autor.

No mercado quanto maior o preco de exercicio melhor sera para o investidor, assim o
preco da opcdo de vende tende a aumentar. Caso 0 preco de exercicio seja muito pequeno, o

valor da opg¢éo de venda ndo tera valor.

8.3.3 Prémio da Opcéo e o Tempo

O tempo de vencimento do contrato da opcéo € entendido como a data até o comprador
ou vendedor poder exercer seu direito de acordo com o preco de exercicio. Entdo, quanto mais
distante no tempo estiver a data de exercicio da opcao, maior serd o valor do prémio, como
pode ser visto em [28]. O tempo é importante para se avaliar o valor de uma opg¢éo, pois
conforme o tempo passa, o valor da op¢do tende a diminuir.

Considere o ativo sendo a agdo preferencial de classe B, CPLE6 da Companhia
Paranaense de Energia, e que esse ativo esteja no valor de R$ 27,68 no mercado atual. Sua
volatilidade no mercado é 71,66% a.a., com uma taxa de juros de 14,15% a.a. Suponha um

tempo de 0,5 anos para a maturidade da opgéao e que ele varie 0,1 anos para mais e para menos.
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Supondo um valor de exercicio de R$ 30,00. Observe a tabela a seguir com os valores de compra

e venda, gerado com as equagdes (4.38) e (4.39).

Tabela 5: Variagdes no Tempo.

S E o r (T-1 c |4
R$27.68 | R830,00 | 71,66%aa | 1415%aa | OLlanos | Rg174 | R$3,64
R$27,68 | R$30,00 | 71,66%a.a. | 14,15% a.a. 0,2 anos R$ 2,92 R$ 4,41
R$27,68 | R$30,00 | 71,66%a.a. | 14,15% a.a. 0,3 anos R$ 3,87 R$ 4,95
R$27,68 | R$30,00 | 7166%aa | 1415%aa | 04anos | Re469 | R$536
R$ 27,68 | R$ 30,00 71,66% a.a. 14,15% a.a. 0,5 anos R$ 5,43 R$ 5,70
R$ 27,68 | R$30,00 | 71,66% a.a. 14,15% a.a. 0,6 anos R$ 6,10 R$ 5,98
R$ 27,68 | R$30,00 | 71,66% a.a. 14,15% a.a. 0,7 anos R$ 6,72 R$ 6,21
R$27,68 | R§30,00 | 71,66%aa | 1415%aa | 08anos | Rg7.30 | RS 641
R$27,68 | R$30,00 | 7166%aa | 1415%aa | 09anos | rg7.85 | R$6,58
R$ 27,68 | R$ 30,00 71,66% a.a. 14,15% a.a. 1 ano R$8,36 | R$6,72
R$ 27,68 | R$ 30,00 71,66% a.a. 14,15% a.a. 1,1 anos R$8,85 | R$6,85
R$ 27,68 | R$ 30,00 71,66% a.a. 14,15% a.a. 1,2 anos R$9,32 | R$6,96
R$ 27,68 | R$ 30,00 71,66% a.a. 14,15% a.a. 1,3 anos R$9,77 | R$7,05
R$ 27,68 | R$ 30,00 71,66% a.a. 14,15% a.a. 1,4 anos R$ 10,20 | R$ 7,13
R$27,68 | R$30,00 | 71,66%a.a. | 14,15%a.a. | 1,5anos | R$10,61 | R$7,19
R$27,68 | R$30,00 | 71,66%a.a. | 14,15%a.a. | 1,6anos | R$11,01 | R$7,25
R$ 27,68 | R$ 30,00 71,66% a.a. 14,15% a.a. 1,7 anos R$ 11,39 | R$7,30

Fonte: Autor.
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Graéfico 6: Variacdo da Opc¢do de Compra em fungédo da variagdo do Tempo.
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Fonte: Autor.

No grafico 6, de maneira que o tempo aumenta o valor da opcdo de compra também
aumenta. Quando a data de vencimento da opc¢éo esta proxima da maturidade o valor da opcao

tende a cair.
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Gréfico 7: Variacdo da Opcdo de Venda em funcédo da variacdo do Tempo.

7,5
7
©
S 6
5
S 6
>
®
35 6
3
S 5,5
o
O 5
(4]
©
— 45
o
(]
> 4
3,5 !
3
1,65 1,45 1,25 1,05 0,85 0,65 0,45 0,25 0,05

Tempo

Fonte: Autor.

Com a opcdo de venda nao é diferente, quanto mais longe esta da data de maturidade
mais caro é a op¢do de venda. Assim, quando o tempo passa o valor da opcao de venda diminui

de forma depreciativa.

Ao observar de acordo com a tabela 5, que as opcdes que estdo com o valor de exercicio
acima do preco de mercado da acéo, interessam somente o investidor em um contrato de opgéo
de venda. Porém, para um contrato de opcao de compra, observa-se que ao aproximar da data
de vencimento, € pouco provavel que as a¢gdes da empresa tenham um aumento significativo de

um dia para o outro, fazendo com que a opgdo ndo seja exercida.

8.3.4 Prémio da Opcao e a Volatilidade

A volatilidade influencia na mudanca dos pregos dos ativos, e cada ativo possui sua
volatilidade no mercado. Dos fatores que influenciam o valor da opgéo a volatilidade é o mais

dificil de medir.
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E interessante compreender que os precos das opgdes podem aumentar com a
volatilidade, e isso é devido ao aumento da volatilidade no preco do ativo. Com isto, o valor do
ativo pode ultrapassar o valor de exercicio da op¢do de uma opcao de compra. Os valores das
opcOes de venda podem subir devido a volatilidade dos ativos objetos. Assim, se ocorrer de
uma queda do preco dos ativos, quando houver a diferenca entre o preco de exercicio e o valor
do ativo, com isso o valor da opcéo de vende sera mais elevado.

Considere o ativo sendo a acdo ordinaria, VALE3 da empresa Vale, e que esse ativo
esteja no valor de R$ 18,20 no mercado atual. Sua volatilidade no mercado é 74,43% a.a., e
suponha que sua volatilidade varia de 1% para mais e para menos. Com uma taxa de juros de
14,15% a.a. Suponha um tempo de 0,5 anos para a maturidade da opg¢do. Supondo um valor de
exercicio de R$ 20,00. Observe a tabela a seguir com os valores de compra e venda, gerado

com as equacdes (4.38) e (4.39).

Tabela 6: Variagdes da Volatilidade.

S E c r (T—-1 c |4
R$ 18,20 | R$20,00 | 66,43% a.a. 14,15%aa. | 0,5anos | Rg321 | R$ 3,64
R$ 18,20 | R$20,00 | 6743%aa. | 14,15%aa. | 05anos | Rg326 | R$ 3,69
R$18,20 | R$20,00 | 6843%aa | 1415%aa. | 0,5an0s | Rg331 | R$ 3,74
R$18,20 | R$20,00 | 6943%aa | 1415%aa. | 0,5an0s | R$336 | R$ 3,79
R$1820 | R$20,00 | 7043%aa. | 1415%aa. | 0,5an0s | Rg341 | RS 3,84
R$ 18,20 | R$ 20,00 71,43% a.a. 1415% a.a. | 0,5an0s | R$ 346 R$ 3,89
R$ 18,20 | R$20,00 | 72,43%aa. | 14,15%aa. | 0,5an0s | Rg351 | R$3,94
R$ 18,20 | R$20,00 | 7343%aa. | 14,15%aa. | 0,5an0s | Rg356 | R$ 3,99
R$1820 | R$20,00 | 7443%aa. | 1415%aa. | 0,5an0s | Rg361 | R$ 4,04
R$ 18,20 | R$20,00 | 75,43% a.a. 14,15% a.a. | 0,5anos | R$3,66 | R$4,09
R$ 18,20 | R$ 20,00 76,43% a.a. 14,15% a.a. | 0,5anos | R$3,71 | R$4,14
R$ 18,20 | R$ 20,00 77,43% a.a. 14,15% a.a. | 0,5anos | R$3,76 | R$4,19
R$ 18,20 | R$ 20,00 78,43% a.a. 14,15% a.a. | 0,5anos | R$3,81 | R$4,24
R$ 18,20 | R$20,00 | 79,43%a.a. | 14,15%aa. | 0,5anos | R$3,86 | R$4,29
R$ 18,20 | R$20,00 | 80,43% a.a. 14,15% a.a. | 0,5anos | R$391 | R$4,34
R$ 18,20 | R$20,00 | 81,43%a.a. | 14,15%aa. | 0,5anos | R$3,96 | R$4,39
R$ 18,20 | R$20,00 | 82,43% a.a. 14,15%a.a. | 0,5anos | R$4,01 | R$4,44

Fonte: Autor.
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Gréfico 8: Variacdo da Opcao de Compra em fungdo da variagdo da Volatilidade.
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No grafico 8, a relacdo entre a volatilidade e o prémio de uma opcao € praticamente
linear. O valor da volatilidade é associado ao preco de alguma mercadoria, derivativos, de forma
que seja a variacdo do preco referente a um desvio padrdo de média expressa em porcentagem
em um determinado periodo de tempo.

Pelo grafico, de forma que a volatilidade aumenta o valor da opcao de compra tende a

aumentar, e de forma que a variancia diminui o valor da opcao de compra também diminui.
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Gréfico 9: Variagdo da Opcdo de Venda em funcdo da variacao da Volatilidade.
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Fonte: Autor.

O comportamento de uma opcao de venda em relacdo a volatilidade do ativo, é andlogo

ao da opcao de compra.

8.3.5 Prémio da Opcéo e a Taxa de Juros

A taxa de juros afeta diretamente no preco das op¢des. Quando a taxa de juros sobe no
mercado o prec¢o do ativo objeto tende a aumentar, proporcionando um acréscimo no pre¢o da
opcao de compra. Por outro lado, se o preco do ativo subir com o aumento da taxa de juros,
ocorre uma queda no valor da opcao de venda. Como a taxa de juros esté ligada com o valor
das opcBes, quando ha oscilagdes no mercado a opgao oscila na mesma direcdo, mantendo
inalteradas as outras variaveis.

Considere o ativo sendo a acdo ordinaria, PETR3 da Petrobras, e que esse ativo esteja
no valor de R$ 10,53 no mercado atual. Sua volatilidade no mercado ¢é 81,17% a.a. Com uma
taxa de juros de 14,15% a.a., e suponha que a taxa de juros varia de 1% para mais e para menos.

Suponha um tempo de 0,5 anos para a maturidade da opg¢do. Supondo um valor de exercicio de
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R$ 11,00. Observe a tabela a seguir com os valores de compra e venda, gerado com as equacgdes

(4.38) e (4.39).
Tabela 7: Variagdes da Taxa de Juros.

s E o r (T -t C %
R$1053 | R$11,00 | 8117% a.a. 6,15% a.a. 05an0s | R$ 233 | R$246
R$10,53 | R$11,00 | 81,17%aa. | 7,15%a.a. 05an0os | R$ 235 | R$2,43
R$10,53 | R$11,00 | 81,17%aa. | 8,15%a.a. 05anos | Rg 2,37 | R$2,40
R$10,53 | R$11,00 | 81,17%aa. | 9,15% a.a. 05an0s | Rg 239 | R$237
R$1053 | R$11,00 | 81,17%aa. | 10,15%aa. | 05anos | rg241 | R$2.33
R$1053 | R$11,00 | 81,17%aa. | 1115%aa. | 05anos | rg243 | R$2,30
R$ 10,53 | R$11,00 | 81,17% a.a. | 12,15% a.a. 05an0s | R 245 | R$2.27
R$10,53 | R$11,00 | 81,17%aa | 13,15%aa. | 05anos | Rg247 | R$2,24
R$ 10,53 | R$11,00 | 8L,17%aa. | 14,15%aa. | 05anos | Rg249 | R$2.21
R$10,53 | R$11,00 | 81,17%aa. | 1515%aa. | 05anos | R$2,51 | R$2,18
R$10,53 | R$11,00 | 81,17%aa. | 16,15%aa. | 05anos | R$253 | R$ 2,15
R$ 10,53 | R$11,00 | 81,17%a.a. | 17,15% a.a. 0,5anos | R$255 | R$2,12
R$ 10,53 | R$11,00 | 81,17%a.a. | 18,15% a.a. 0,5anos | R$257 | R$2,09
R$ 10,53 | R$11,00 | 81,17% a.a. | 19,15% a.a. 0,5anos | R$2,59 | R$2,06
R$ 10,53 | R$11,00 | 81,17%a.a. | 20,15% a.a. 0,5anos | R$2,62 | R$2,03
R$ 10,53 | R$11,00 | 81,17% a.a. | 21,15% a.a. 0,5anos | R$2,64 | R$2,00
R$10,53 | R$11,00 | 81,17% a.a. | 22,15% a.a. 0,5anos | R$2,66 | R$1,97

Fonte: Autor.
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Gréfico 10: Variacdo da Opgdo de Compra em fungédo da variacdo da Taxa de Juros.
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Fonte: Autor.

No gréfico acima quando a taxa de juros aumenta no mercado, automaticamente o valor
do ativo sobe, com isso ocorre um aumento direto no valor da opcdo de compra. Caso tenha

uma queda da taxa de juros o valor da opcdo de compra tende a cair.
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Gréfico 11: Variacdo da Opgdo de Venda em fungdo da variacdo da Taxa de Juros.
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Fonte: Autor.

No gréfico 11, ao contrario do que a acontece com a op¢do de compra. Se a taxa de juros
aumenta, o valor da opcao de venda diminui, isso se deve ao alto valor do ativo objeto no
mercado. Porém, se a taxa de juros diminui ocorre um aumento no valor da opcao de venda

devido a queda do ativo objeto.

8.4 Precificacdo das Op¢oes via Modelo Binomial

Na precificacdo de opgOes via modelo Binomial o interesse € em saber qual o melhor
valor a se pagar por uma opc¢ao do tipo europeia de compra ou venda em uma transacao. Dessa
forma, considere a mesma acédo utilizada em 8.2 com dados encontrados em [9], referente ao
més de abril de 2016.

Considere que o preco corrente de uma acao ordinaria PETR3 da Petrobras esta em R$
10,53, e suponha-se seis meses antes do vencimento do contrato de uma opg¢éo. O preco de
exercicio da opgdo é de R$ 11,00. J4 a taxa de juros livre de riscos vigente no mercado, referente
a taxa Selic, é de 14,15% a.a. e a volatilidade da acdo no mercado é de 81,17% a.a. Dado o
tempo de 0,5 anos, tem-se n = 5 subintervalos de tempo, pois cada subintervalo equivale a 0,1

anos. Entéo, segue os seguintes parametros,
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§$=1053 E=1100 r=0,1415 ¢=08117 T=0,5

Das equac6es em (5.3), segue

0,5

w= e = () 1 2026
d = ooV = o) _ 7736

eo,1415x(%) _ 0817 (0—5)

erAt —d 5

p = — =
u—d 08117 /(0?5) _ o017 /(0?5)

= 0,4636

onde, At = % E possivel obter os seguintes parametros,

u=12926 d=0,7736 p=204636 1—p=0,5364

Considere apenas uma aproximacéo de quatro casas decimais. E possivel obter o valor
do ativo corrigido ao longo do tempo, basta usar os valores ascendentes u e descendentes d.

Tem-se o triangulo ou arvore dos valores corrigidos,

Tabela 8: Valor do Ativo Corrigido.

Oano | 0,1ano |0,2anos|0,3anos |0,4anos| 0,5 anos
10,53 13,61 17,59 22,74 29,40 38,00
8,15 10,53 13,61 17,59 22,74
6,30 8,15 10,53 13,61
4,88 6,30 8,15
3,77 4,88
2,92

Fonte: Autor.

O valor da opgdo de compra é dado por C = max{S; — E, 0}, assim caso o0s valores
da Gltima coluna da tabela 8 forem menores do que o preco de exercicio E, tem-se o valor da

opcéo sendo igual a zero. Com base nos parametros encontrados e na equacao (5.4), segue



Tabela 9: Valor da Opcéo de Compra.

Oano | 0,1ano | 0,2 anos | 0,3 anos | 0,4 anos | 0,5 anos
2,43 4,47 7,47 12,05 18,55 27,00
1,04 1,99 3,72 6,75 11,74
0,25 0,55 1,19 2,61
0 0 0
0 0
0
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Fonte: Autor.

O valor da opcao de venda é dado por V = max{E — S, 0}, assim caso 0s valores da
ultima coluna da tabela 8 forem maiores do que o preco de exercicio E, tem-se o valor da opcéo

sendo igual a zero. Com base nos parametros encontrados e na equacéo (5.4), segue

Tabela 10: Valor da Opcéao de Venda.

Oano | 0,1ano | 0,2anos |0,3anos |0,4 anos | 0,5 anos
2,16 1,25 0,42 0 0 0
3,29 2,00 0,80 0 0
4,49 3,09 151 0
5,82 4,54 2,85
7,07 6,12
8,08

Fonte: Autor.

Dessa forma obtém-se, os valores da opc¢do de compra e venda,

{C(t, S) =243
V(t,S) =216
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8.5 Black — Scholes e Binomial: oscilando volatilidade e taxa de juros

Nos mercados se tem uma grande preocupacdo na varia¢ao da volatilidade do preco dos
ativos objetos, e com a taxa de juros Selic que também oscila constantemente. Com essas
oscilagdes, os valores das op¢bes de compra e venda sofrem grandes alteragdes. Os parametros
da volatilidade e da taxa de juros afetam diretamente o valor das opcOes. Sera feito uma
comparacgéo dos valores das opc¢des de compra e venda em fungéo da volatilidade e da taxa de
juros utilizando os modelos de Black — Scholes e Binomial.

8.5.1 Variacao da Volatilidade

Considere 0 ativo sendo a acao ordinaria, PETR3 da Petrobras, e que esse ativo esteja
no valor de R$ 10,53 no mercado atual. Sua volatilidade no mercado € 81,17% a.a., € suponha
que a volatilidade do ativo varia de 1% para mais e para menos. Suponha um tempo de 0,5 anos
para a maturidade da opc¢éo. Supondo um valor de exercicio de R$ 11,00. Observe as tabelas a

seguir com os valores de compra e venda, calculado através dos modelos de Black — Scholes e

Binomial.

Tabela 11: Prémio da Op¢do em Funcéo da Volatilidade no Modelo de Black - Scholes.

S E o T (T-1¢ C vV
R$1053 | R$11,00 |7417%aa | 1415%aa | 05anos | Rg229 | R$2,01
R$ 10,53 | R$ 11,00 75,17% a.a. 14,15% a.a. 0,5anos | Rg 2,32 R$ 2,04
R$ 10,53 | R$ 11,00 76,17% a.a. 14,15% a.a. 0,5anos | R$ 2,35 R$ 2,07
R$ 10,53 | R$ 11,00 77,17% a.a. 14,15% a.a. 0,5anos | R$ 2,38 R$ 2,10
R$10,53 | R$11,00 |7817%aa | 14,15%aa | 05anos | Rg241 | R$2,12
R$10,53 | R$11,00 |7917%aa | 14,15%aa. | 05anos | Rg243 | R$2,15
R$1053 | R$11,00 |80,17%aa | 14,15%aa | 05an0s | Rg246 | R$ 2,18
R$1053 |R$11,00 |81,17%aa | 1415%aa | 05an0s | Rg249 | R$2.21
R$1053 |R$11,00 |8217%aa | 14,15%aa | 05an0s | Rg252 | R$ 2,24
R$ 10,53 | R$ 11,00 83,17% a.a. 14,15% a.a. 0,5anos | R$2,55 | R$2,26
R$10,53 | R$11,00 |84,17%aa. | 14,15%aa. | 05anos | R$257 | R$2,29
R$10,53 | R$11,00 |8517%aa. | 14,15%aa. | 05anos | R$2,60 | R$2,32
R$ 10,53 | R$11,00 |86,17%aa. | 14,15%a.a. | 05anos | R$2,63 | R$2,35
R$ 10,53 | R$ 11,00 87,17% a.a. 14,15% a.a. 0,5anos | R$2,66 | R$2,38




R$ 10,53 | R$ 11,00 88,17% a.a. 14,15% a.a. 0,5anos | R$2,69 | R$2,40
R$ 10,53 | R$ 11,00 89,17% a.a. 14,15% a.a. 0,5anos | R$2,71 | R$2,43
R$ 10,53 | R$ 11,00 90,17% a.a. 14,15% a.a. 0,5anos | R$2,74 | R$ 2,46

Fonte: Autor.

Tabela 12: Prémio da Op¢ao em Funcéo da Volatilidade no Modelo Binomial.

S E o r (T—-1¢ C vV
R$ 10,53 | R$11,00 | 7417%aa | 1415%aa | 05anos | Rg223 | R$1,97
R$1053 [R$11,00 [7517%aa. | 1415%aa. | 05an0s | Rg226 | R$2,00
R$1053 [R$11,00 [7617%aa | 1415%aa. | 05an0s | Rg229 | R$203
R$ 10,53 | R$ 11,00 77,17% a.a. 14,15% a.a. 05an0s | Rg 232 | R$2,05
R$ 10,53 | R$11,00 | 78,17% a.a. 14,15% a.a. 05an0s | R$ 234 | R$2,08
R$1053 |R$11,00 |7917%aa. | 1415%aa | 05an0s | Rg237 | R$2,11
R$1053 [R$11,00 |8017%aa | 14,15%aa | 05anos | Rg240 | R$ 2,14
R$1053 [R$11,00 |8L17%aa | 14,15%aa | 05anos | Rg243 | R$ 2,16
R$1053 [R$11,00 |[8217%aa | 1415%aa | 05anos | Rg245 | R$219
R$ 10,53 | R$ 11,00 83,17% a.a. 14,15% a.a. 0,5anos | R$2,48 | R$2,22
R$ 10,53 | R$ 11,00 84,17% a.a. 14,15% a.a. 0,5anos | R$2,51 | R$2,25
R$ 10,53 | R$ 11,00 85,17% a.a. 14,15% a.a. 0,5anos | R$254 | R$2,27
R$ 10,53 | R$11,00 |86,17% a.a. 14,15% a.a. 0,5anos | R$256 | R$2,30
R$ 10,53 | R$11,00 |87,17% a.a. 14,15% a.a. 0,5anos | R$259 | R$2,33
R$ 10,53 | R$ 11,00 88,17% a.a. 14,15% a.a. 0,5anos | R$2,62 | R$2,36
R$ 10,53 | R$ 11,00 89,17% a.a. 14,15% a.a. 0,5anos | R$2,65 | R$2,38
R$ 10,53 | R$ 11,00 90,17% a.a. 14,15% a.a. 0,5anos | R$2,67 | R$241
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Fonte: Autor.

De acordo com as tabelas 11 e 12 acima é possivel comparar o valor da opc¢ao de compra
e venda calculados pelos modelos de Black — Scholes e Binomial.

Grafico 12: Valor da Opcao de Compra Calculado via Black — Scholes e Binomial em fung&o da
Variagédo da Volatilidade.
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A relacdo entre a volatilidade e o prémio de uma opcdo € praticamente linear, se a
volatilidade aumenta o valor da opg¢éo aumenta, se diminui o valor da op¢do também diminui.
Porém, para o0 modelo de Black — Scholes os valores da opcdo de compra sao relativamente
maiores do que os valores da opcao de compra calculados pelo modelo Binomial. Uma variacao
abrupta no valor da volatilidade gera uma alteracdo maior no valor da opcdo de compra
calculado via Black — Scholes, ou seja, uma alteracdo dessas na volatilidade ndo € viavel para

um investidor caso esteja usando esse modelo.

Gréfico 13: Valor da Opcdo de Venda Calculado via Black — Scholes e Binomial em funcdo da
Variacdo da Volatilidade.
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Valor da Opcéo de Venda

Volatilidade

= Prémio da Opc¢do via Black - Scholes @ Prémio da Op¢do via Binomial

Fonte: Autor.

O comportamento de uma opgdo de venda em relacdo a volatilidade do ativo, é andlogo
ao da opcédo de compra. Novamente os valores da opgdo de venda calculados via Black —

Scholes sd@o maiores do que os calculados via Binomial quando se tem oscilacbes no valor da

volatilidade.

8.5.2 Variacdo da Taxa de Juros

Considere o ativo sendo a acdo ordinaria, PETR3 da Petrobras, e que esse ativo esteja
no valor de R$ 10,53 no mercado atual. Sua volatilidade no mercado é 81,17% a.a. Com uma
taxa de juros de 14,15% a.a., e suponha que a taxa de juros varia de 1% para mais e para menos.
Suponha um tempo de 0,5 anos para a maturidade da op¢do. Supondo um valor de exercicio de
R$ 11,00. Observe as tabelas a seguir com os valores de compra e venda, calculado através dos

modelos de Black — Scholes e Binomial.

Tabela 13: Prémio da Opg¢do em Fung¢do da Taxa de Juros no Modelo de Black - Scholes.

S E c r (T—-1 C vV
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R$1053 | R$11,00 | 81.17% a.a. 6,15% a.a. 05an0s | R$ 233 | R$246
R$1053 | R§11,00 | 8117%aa. | 715%aa. | 05an0s | R§2.35 | RS 243
R$1053 | R§11,00 | 8117%aa. | 815%aa. | 05an0s | R§2.37 | RS 240
R$ 10,53 | R$11,00 | 81,17% a.a. 9,15% a.a. 0,5an0s | R$ 2,39 R$ 2,37
R$ 10,53 | R$11,00 | 81,17% a.a. | 10,15% a.a. 0,5ano0s | R$ 2,41 R$ 2,33
R$ 1053 | R$11,00 | 81,17% a.a. | 11,15% a.a. 0,5an0s | R 243 R$ 2,30
R$10,53 | R$11,00 | 8L17%aa | 12,15%aa. | 05an0s | Rg245 | RS 227
R$10,53 | R$11,00 | 81,17%aa | 13,15%aa. | 05anos | Rg247 | R$2,24
R$10,53 | R$11,00 | 8L17%aa | 1415%aa | 05an0s | Rgo49 | RS 221
R$10,53 | R$11,00 | 81,17%a.a. | 15,15% a.a. 0,5anos | R$2,51 | R$2,18
R$10,53 | R$11,00 | 81,17% a.a. | 16,15% a.a. 0,5anos | R$253 | R$2,15
R$10,53 | R$11,00 | 81,17%aa. | 17,15% a.a. 0,5anos | R$255 | R$212
R$10,53 | R$11,00 | 81,17%a.a. | 18,15% a.a. 0,5anos | R$2,57 | R$2,09
R$10,53 | R$11,00 | 81,17%a.a. | 19,15% a.a. 0,5anos | R$2,59 | R$2,06
R$10,53 | R$11,00 | 81,17%a.a. | 20,15% a.a. 0,5anos | R$2,62 | R$2,03
R$10,53 | R$11,00 | 81,17%a.a. | 21,15% a.a. 0,5anos | R$2,64 | R$2,00
R$10,53 | R$11,00 | 81,17%aa. | 22,15% a.a. 0,5anos | R$2,66 | R$1,97

Fonte: Autor.

Tabela 14: Prémio da Opcéo em Funcéo da Taxa de Juros no Modelo Binomial.

S E o r (T—-19¢ Cc vV
R$1053 | R$11,00 | g117%aa | 6.15%aa 05anos | Rg352 | R$1,12
R$ 10,53 | R$11,00 | 81,17% a.a. 7,15% a.a. 0,5anos | R$ 3,77 R$ 0,96
R$ 10,53 | R$11,00 | 81,17% a.a. 8,15% a.a. 0,5anos | R$ 4,02 R$ 0,81
R$10,53 | R$11,00 | 81,17%aa. | 9,15%a.a. 0,5an0s | Rg4.29 | R$0,68
R$ 10,53 | R$11,00 | 81,17%aa | 10,15%aa. | 05anos | Rg234 | R$2.27
R$10,53 | R$11,00 | 81,17%aa | 11,15%aa. | 05anos | pg236 | R$2,25
R$10,53 | R$11,00 | 81,17%aa | 12,15%aa. | 05anos | Rg238 | R$2,22
R$10,53 | R§11,00 | 8L17%aa. | 13,15%aa. | 05an0s | Rg241 | R$ 219
R$10,53 | R§11,00 | 8L17%aa. | 1415%aa. | 05an0s | R§243 | R$2,16
R$10,53 | R$11,00 | 81,17% a.a. | 1515% a.a. 0,5anos | R$2,45 | R$2,14
R$10,53 | R$11,00 | 81,17%a.a. | 16,15%aa. | 05anos | R$2,47 | R$2,11
R$10,53 | R$11,00 | 81,17%a.a. | 17,15%aa. | O05anos | R$2,49 | R$2,08
R$10,53 | R$11,00 | 81,17%a.a. | 18,15%aa. | O05anos | R$2,51 | R$ 2,06
R$10,53 | R$11,00 | 81,17%a.a. | 19,15%aa. | O05anos | R$2,53 | R$ 2,03




107

R$ 10,53 | R$11,00 | 81,17%aa. | 20,15% a.a. 0,5anos | R$2,56 | R$2,01
R$ 10,53 | R$11,00 | 81,17%aa. | 21,15% a.a. 0,5anos | R$2,58 | R$1,98
R$ 10,53 | R$11,00 | 81,17%aa. | 22,15% a.a. 0,5anos | R$2,60 | R$1,95

Fonte: Autor.

De acordo com as tabelas 13 e 14 acima € possivel comparar o valor da opc¢ao de compra

e venda calculados pelos modelos de Black — Scholes e Binomial.

Grafico 14: Valor da Opc¢do de Compra Calculado via Black — Scholes e Binomial em funcédo da
Variagdo da Taxa de Juros.
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Fonte: Autor.

J& foi mencionado que a taxa de juros afeta diretamente no preco das opcdes, ou seja,
quando a taxa de juros sobe no mercado o preco do ativo objeto tende a aumentar, ocorrendo
um acréscimo no prego da opc¢do de compra. Caso o preco do ativo subir com 0 aumento da
taxa de juros, ocorre uma baixa no valor da op¢édo de venda. No grafico acima quando a taxa de
juros aumenta no mercado, automaticamente o valor do ativo sobe, com isso ocorre um aumento
direto no valor da opgdo de compra. Caso tenha uma queda da taxa de juros o valor da opgéo
de compra tende a cair, esse fato serve para o0 modelo de Black — Scholes. Para o modelo
Binomial observa-se um fato estranho. Para valores pequenos da taxa de juros, ao contrario do
modelo de Black — Scholes, o valor da op¢do de compra aumenta consideravelmente. Depois,

tem-se uma queda de valor em ralacdo ao modelo de Black — Scholes, se mantendo com
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crescimento no valor da opcéo quando a taxa de juros aumenta, porém com valores ndo tao

distantes do modelo de Black — Scholes.

Gréfico 15: Valor da Opcdo de Venda Calculado via Black — Scholes e Binomial em funcéo da
Variagdo da Taxa de Juros.
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Fonte: Autor.

O contrario do que a acontece com a opcdo de compra se a taxa de juros aumenta, o
valor da opgéo de venda diminui, isso se deve ao alto valor do ativo objeto no mercado. Se a
taxa de juros diminui ocorre um aumento no valor da opcédo de venda devido a queda do ativo
objeto. Como pode ser observado no modelo de Black — Scholes. No modelo Binomial, para
menores valores da taxa de juros tem-se uma queda no valor da opcéo de venda, diferente do
ocorre em Black — Scholes. De maneira que a taxa de juros aumenta, o valor da opgéo tem um

aumento significativo, porem menor do que em Black — Scholes.
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9 ANALISE DE RESULTADOS

No presente estudo houve uma caréncia de varias demonstracdes e explicacdes usadas
como ferramentas na construcao tedrica e metodolégica do modelo de Black — Scholes, como
por exemplo, a aplicacdo da Férmula de It6 desenvolvida na secdo 4.4. Existe poucas
referéncias que tratam diretamente do calculo estocastico de It e suas aplicagdes, ndo sendo a
intencdo aqui esgotar as técnicas matematicas do célculo de It0.

No gréfico 1, é feita uma variacdo do valor da acdo ordinaria PETR3 quando se
aproxima da maturidade da opg¢do. O gréafico expressa o valor da op¢do de compra em Varios
momentos. E possivel perceber que com o passar do tempo se o valor do ativo aumentar o valor
da opcdo tende a aumentar. Ao se aproximar da data de maturidade, o valor da opcéao tende a
cair. Neste caso, fica evidente uma comparacdo entre o valor da op¢do de compra em relacao
ao valor do ativo e o tempo, onde tais varidveis & melhor estudada na secéo 8.3.

Na se¢do 8.3 o prémio da opcéo é afetado por seus pardmetros, como 0 ativo objeto,
preco de exercicio, tempo, volatilidade e taxa de juros. Estudando os valores dos graficos 2 e 3
para a op¢do de compra, em relacdo a um fator importante que € o ativo subjacente, o ativo
afeta de forma direta o prémio da opcéo. Dessa forma, fica evidente, mesmo antes de se calcular
o0 valor de uma opcéao de compra e venda, prever de forma relativa o valor da op¢do. Nao pode
ser deixado de lado como o tempo afeta o valor da opcéo, nos graficos 6 e 7 observa-se que de
maneira que o tempo aumenta o valor da op¢do aumenta devido as incertezas do mercado. Com
isto, é importante pensar no prazo de maturidade de um contrato de opcéo, pois esse prazo afeta
o valor do prémio. Nos gréaficos 8 e 9, os valores da opcdo de compra e venda é analisado de
acordo com o parametro da volatilidade. Como ja comentado cada ativo objeto ou qualquer
derivativo possui uma volatilidade no mercado, esse coeficiente é fundamental no valor da
opcao. Se um ativo esta com sua volatilidade muito alta € certo que o valor do prémio da opgéo
vai ser muito grande.

Muitos autores, como em [22], defendem que as varidveis do modelo que mais o
impactam sdo a volatilidade e o valor do ativo subjacente. Pois, estas variaveis flutuam de uma
forma dificil de prever, e caso haja uma pequena perturbacdo nos mercados como, por exemplo,
doencas, guerras, desastres, etc., seus valores ficam desordenados e podem se supervalorizar ou
diminuir drasticamente. Esse fator leva a uma preocupacgdo maior a respeito da volatilidade e
do valor do ativo objeto em especifico num contrato de opgdo, por isso é importante estudar

modelos de precificacdo de opg¢des, com o intuito de melhorias nos mercados.
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O modelo Binomial explanado na se¢&o 8 € um dos modelos mais utilizados no mercado
de opces de acordo com [28], juntamente com 0 modelo de Black — Scholes. Da secéo 8.2 é

obtida o valor da opcéo de compra e venda calculado pelo modelo Black — Scholes

{C(t, S) =249
V(tS) =221

E da secdo 8.4 € obtida o valor da opcdo de compra e venda calculado através do modelo
Binomial

{C(t, S) =243
V(tS) =216

Para o0 exemplo do valor da op¢do de compra e venda da acdo ordinaria PETR3, 0
modelo Binomial traz valores mais favoraveis para um investidor. Como no modelo Binomial
é possivel transformar um tempo discreto em tempo continuo, de maneira que se aumente o
namero N de subintervalos os valores da op¢do de compra e venda tende a diminuir ao longo
do tempo como pode ser ver em [15].

Na secdo 8.5 é feita uma comparacao dos valores da opcdo de compra e venda gerados
pelos modelos de Black — Scholes e Binomial, em funcdo das variagdes da volatilidade e da
taxa de juros. A relacdo entre a volatilidade e o prémio de uma opcao é praticamente linear,
entdo no grafico 12 e 13 é visto um aumento no valor da op¢do de compra calculado no modelo
de Black — Scholes quando ha uma variagdo no valor da volatilidade. Esse aumento é
relativamente maior do que ocorre com os valores da op¢do de compra via Binomial. Esse fato
ocorre, pois no modelo de Black — Scholes a volatilidade é considerada constante ao longo do
periodo de maturidade ndo correspondendo exatamente o que ocorre nos mercados. Uma
variacdo abrupta no valor da volatilidade gera uma alteragdo maior no valor da opcéo de
compra e venda calculado via Black — Scholes, ou seja, uma alteracdo dessas na volatilidade
ndo é viavel para um investidor caso esteja usando esse modelo.

Ja os graficos 14 e 15 mostram os valores das opg¢des de compra e venda calculados via
Black — Scholes e Binomial em fungéo da variacdo da taxa de juros nos mercados. No grafico
14, para valores menores da taxa de juros o valor da op¢do de compra é alto quando calculado
pelo modelo de Binomial, diferentemente do que ocorre com 0 modelo de Black — Scholes.
Ainda no grafico 14 depois da taxa 9,15% o valor da opcéo de compra calculado pelo modelo

Binomial tém uma queda dréastica em relagdo aos valores da op¢éo de compra calculados pelo
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modelo de Black — Scholes. No grafico 15, ocorre o contréario do grafico 14, quando tem-se
valores menores da taxa de juros o valor da opgdo de venda € pequeno calculado pelo modelo
Binomial do que em Black — Scholes. Em seguida o valor da op¢do de venda no modelo
Binomial diminui em relacdo ao calculado do modelo de Black — Scholes.

De acordo com as anélises dos problemas enfrentados pelos produtores rurais dos Vales
do Jequitinhonha e Mucuri visto na secdo 6, foi possivel observar que falta um incentivo em
suas produc6es no meio rural. Além de problemas aleatorios enfrentados pelos produtores, uma
das causas que agravam suas producdes e desmotivam o trabalho no campo € a falta de poder
aquisitivo e ajuda por parte dos governos, sindicatos e cooperativas. Quando ha perca em suas
producdes o produtores ndo possuem outras fontes de renda, fazendo uma diminuicdo do
comércio local de seus produtos nas feiras. Desse fato é proposto uma alternativa de
investimento para o produtor rural. Tal alternativa pode ser empreendida através do modelo de
Black — Scholes e Binomial na precificacdo de opcdes, ou ainda fazendo investimentos direto
na Bolsa de Valores. Fazendo essas aplicagcbes o produtor tem uma outra fonte de renda,
podendo assim obter capital para potencializar suas produc@es ou utilizar parte do seus ganhos
com a terra para investir, fazendo assim uma forma de obtencéo de recursos alternativos. Uma
desvantagem, seria a falta de conhecimento para se fazer tais investimentos, por isso devido a
caréncia de informacdes sobre como se investir nos mercados, foi desenvolvido um breve texto
sobre o primeiro investimento que pode ser visto na secdo 7. Dessa preocupacdo foi
desenvolvida uma cartilha para o produtor rural com algumas informacdes para se dar um
primeiro passo para investir corretamente nos mercados financeiros, assim o produtor
interessado sabera por onde comecar 0s procedimentos para se ter éxito nos investimentos.

Outro fator importante € obtido do teorema (B.2.5) da continuidade de Kolmogorov que
pode ser visto nos apéndices, que garante a existéncia de uma versdo continua do Movimento
Browniano, provando a propriedade (B.1) para valores dados de a, D e . Durante toda a
pesquisa realizada para a elaboracdo deste trabalho ndo foi encontrada a prova dessa
propriedade. Foram consultados diversos materiais bibliograficos, monografias de mestrado,
teses de doutorado, artigos e livros, objetivando fazer um levantamento sobre 0 modelo de
Black — Scholes para a construcdo desta dissertagdo. Demonstragcbes como o da propriedade
(B.1) ndo € amplamente difundidas na literatura, trazendo uma dificuldade em seu encontro
juntamente com as ferramentas que foram necessarias para a sua verificacdo. Apresentar 0s
teoremas (B.2.4) e (B.2.5) de Kolmogorov se faz importante para entender sobre a construgédo

do movimento Browniano sem muito rigor.
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Um resultado forte é a resolugdo analitica da equacéo de Black — Scholes, que pode ser
entendida como uma equacéo de difusdo, através da integral de Poisson apresentada no teorema
(A.7.1.4).

Toda a estrutura encontrada no modelo de Black — Scholes reflete na aplicacdo nos
mercados financeiros. A juncdo destas teorias mencionadas ao longo do texto, ndo sdo
amplamente encontradas de forma explicita na literatura. Portanto, sobre o aprecamento das
opcBes como o realizado na secdo 8.2, observa-se que os calculos demandam uma certa atencéo.
O investidor deve tomar cuidado ao realizar os calculos analiticamente, para que ndo haja
nenhum erro no valor do prémio das opcOes. Existem calculadoras do modelo de Black —
Scholes elaborada em planilhas que podem ser encontradas na internet ou desenvolvidas em
algum programa computacional. Usar uma calculadora que traz a formula de precificacdo de
opcOes de Black — Scholes pode ser de grande valia nos mercados.

Através destes resultados é possivel entender um pouco de como funciona o modelo de
Black — Scholes e Binomial e suas variaveis, expandindo conceitos matematicos que nao séo

abordados diretamente no mercado financeiro.



113

10 CONSIDERACOES FINAIS

Foi mostrado nesta dissertacdo a teoria empregada no modelo de Black — Scholes, bem
como sua construcdo e resolucdo, no tocante a possiveis simulagdes com dados retirados do
mercado financeiro, e fazer uma breve comparagdo com o modelo Binomial.

Existe no mercado atual uma imensa diversidade de derivativos negociados em bolsas
de valores do mundo todo. Essas operacGes com derivativos entre empresas e pessoas fisicas
sdo comuns nos dias de hoje. O crescimento do mercado de finangas se deve a busca constante
por meio de seguros, de protecéo para as negociagoes.

Um modelo matematico € considerado satisfatério quando esta de acordo com dados
reais vividos na pratica, ou seja, 0 modelo é capaz de descrever com certeza 0s eventos que
modela. No mercado atual usam-se 0 modelo de Black, Merton e Scholes para a precificacdo
de opcdes, porém existem varias criticas a respeito de tal modelo. Este modelo aceita que 0s
precos dos ativos objetos seguem um movimento Browniano e que possuem uma distribuicao
log-normal. Outra ideia adotada é considerar que a volatilidade € constante. Porém, alguns
autores como pode ser visto em [35], defendem que a distribui¢do dos retornos dos ativos ndo
é normal. Isto quer dizer que o processo estocastico considerado que € 0 movimento Browniano,
pode ser mais bem ajustado, ou substituido por outro processo estocastico. Assim, surge um
leque de oportunidades para novas pesquisas em outros modelos de precificacdo de opcdes.
Criticos do modelo ndo aceitam que a volatilidade é constante, pelo simples fato de existir
outros modelos como os citados na se¢do 4.6 que traduzem melhor o comportamento da
volatilidade. Portanto a medida que processos estocasticos aparecem para descrever o
comportamento dos mercados, 0s modelos de aprecamento de op¢des vao surgindo e gerando
uma gama de impactos com modelos ja existentes.

O modelo satisfaz as condi¢des para gerar precos justos e livres de arbitragem para
opcodes do tipo europeia. No entanto, no mundo real nos mercados onde o que se interessa é 0s
lucros, é encontrado mercados instaveis, impossibilitando rebalanceamentos continuos como
carece 0 modelo de Black — Scholes.

O modelo de Black — Scholes considera que 0 mercado é perfeito, ou seja, que ndo existe
variagdes nos pregos dos ativos objetos, mas muitos investidores ainda continuam usando esse
modelo. Porém, os mercados nédo sdo perfeitos, mas o avanco estabelecido pelas limitacGes das
hipéteses do modelo ajudou vérios outros académicos a construir modelos que melhor

interpretam o mercado. O mercado financeiro s6 pode expandir, crescer, se houver maior
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conhecimento a seu respeito. Este conhecimento pode ser entendido como agentes e/ou
parametros que influenciam no processo de formacao de precos e valores que cercam as opcoes
do tipo europeu. O modelo de Black — Scholes serve como ferramenta basica para entender a
volatilidade do mercado e os precos dos ativos subjacentes negociados nas bolsas de valores. O
que é preciso ficar claro aqui em relacdo a aceitacdo do modelo, é que para curtos periodos de
tempo 0 modelo funciona com éxito, quando ha ajustes dos parametros. Outro fator que levou
sua aceitacdo no mercado foi sua ampla divulgacao a partir de 1973, atribuindo ainda avancos
tecnoldgicos como sua implantacdo em calculadoras de facil manejo.

O modelo de Cox, Ross e Rubinstein é muito simples de ser utilizado e pode ser
desenvolvido para diversos tipos de opc¢Bes. Na arvore binomial é possivel analisar periodo a
periodo, e ver como o ativo estd se comportando ao longo da maturidade da op¢do. Em questdo
de desempenho computacional o modelo apresenta um baixo custo beneficio em seu manuseio.
Quanto sua estrutura e compreensao, 0 modelo é facilmente encontrado na literatura, facilitando
0 Seu acesso e implementacdo. Porém, mesmo que o modelo Binomial seja diversificado para
outros tipos de op¢des, ele apresenta uma certa complexidade ao precificar outras opgdes. Essa
dificuldade esta no fato de sua programacdo e no nivel de incerteza que o ativo objeto pode
exercer sobre o valor da op¢éo. A principal vantagem de se utilizar o modelo de Black — Scholes
ao invés do modelo Binomial é sua velocidade de calcular o valor da opcao, porém como ele
calcula somente um valor em um dado momento, ele ndo consegue calcular o valor de uma
opcao que pode ser exercida a qualguer momento. E como 0 modelo Binomial divide o espaco
de tempo até a expiracdo utilizando uma arvore binomial de precos avancando a partir do
momento presente € um facilitador em momentos de mercados turbulentos. A arvore binomial
mostra todos 0s caminhos possiveis que o0 preco da opcdo pode correr durante seu tempo de
maturidade e o valor em cada passo é calculado retornando ao presente. O modelo de Black —
Scholes se baseia num conjunto de parametros constantes até o fim da maturidade da opgéo,
esse fato ndo ocorre no mundo real. Entdo, 0 modelo da arvore de decisdes seria 0 mais ideal
num mercado oscilatorio. Foi visto na sec¢do 8.5, o tratamento do valor da op¢do em relagao aos
pardmetros da volatilidade e da taxa de juros que estdo em constante oscilagdo no mercado.
Desta sec¢do, pode-se concluir que o modelo de Black — Scholes apresenta melhor estabilidade
comparativa do que o modelo Binomial que apresenta saltos nos valores, dificultando as
comparacdes entre as variaveis e os valores das opgoes.

Devido a esses complicadores que fazem com que a &rea de finangcas ndo esteja
completa, constituindo um desafio tanto para académicos quanto para outros interessados no

assunto, tendo uma incessante busca pelo método ideal para precificar opc¢des. Foi desenvolvido
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como objetivo geral uma cartilha com base na pesquisa desta dissertacdo. Essa cartilha traz
informacdes sobre o primeiro investimento para o produtor rural e como procede-lo
corretamente sem que haja prejuizos por falta de informacdes a respeito dos mercados. E
constatado que € possivel o produtor rural ter uma alternativa de investimento diferente do
trabalho no campo. Sendo esse investimento uma forma de renda capaz de ajudar nas atividades
do campo e mesmo podendo ser uma obtencdo de renda quando as producbes néo forem
favoraveis. Utilizar do modelo de Black — Scholes para precificar opcGes pode ser uma
ferramenta fundamental para o produtor rural, também pode ser utilizado o modelo Binomial.
Como constatado na secdo 8.5, caso o produtor rural utilize os modelos para um cenario onde
se hd uma grande variacdo na volatilidade o ideal é utilizar o modelo Binomial que apresente
melhores resultados. Caso 0 cenario esteja com uma variacdo da taxa de juros o ideal é se
utilizar o modelo de Black — Scholes. O objetivo proposto ndo é retirar o produtor do seu meio
de trabalho, mas sim dar Ihe uma alternativa vidvel para se obter uma nova fonte de renda. Tal
cartilha busca auxiliar o produtor rural interessado a investir grandes ou poucas quantias de
dinheiro nos mercados, visando uma melhoria em suas fontes de renda através da pratica do
investimento na Bolsa de Valores.

Existindo uma abertura para o estudo de precificacbes de opcdes, tem-se algumas
propostas de trabalhos futuros que podem ser realizadas:

e Desenvolver o modelo de Black — Scholes para precificacbes de opgbes em qualquer
momento do tempo de maturidade da opcao;

e Adequar outro processo estocastico ao modelo de Black — Scholes que melhor representa
uma aplicacdo no mundo real;

e Desenvolver um curso de educacdo financeira para produtores rurais dos Vales do

Jequitinhonha e Mucuri.
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APENDICE A - EQUACOES DIFERENCIAIS

Alguns fendmenos que ocorrem na Eletricidade, Otica, Magnetismo, Mecanica,
Biologia, Economia, Financas, e etc., podem ser descritos atraves de uma equacao diferencial
parcial. Na maior parte do tempo faz-se a tentativa de se transformar a equacdo diferencial
parcial em uma ou mais equacdes diferenciais ordinarias, com o objetivo de simplificar os

trabalhos e resolucéo do problema como é o caso do método de separacéo de variaveis.
A.1 Equacoes Diferenciais

Definicdo A.1.1: Uma equacdo envolvendo derivadas de uma ou mais variaveis dependentes
(as incognitas) em ordem a uma ou mais variaveis independentes designa-se equacao

diferencial.

Exemplo A.1.2: Sdo equac0es diferenciais

. 0%u = 0%u 0%u
) ﬁ+ﬁ+267 =0

.. ov , ow
||) s + Py w—7
A.2 Equactes Diferenciais Ordinarias

Definicdo A.2.1: Uma equacdo diferencial envolvendo derivadas de uma ou mais variaveis
dependentes em ordem a uma variavel independente designa-se equacgdo diferencial ordinaria
(EDO).

Exemplo A.2.2: S&o equacdes diferenciais ordinarias

. d3v dv
i — + 5v— =cost
) dat3 dt

2
I X" =X — ) =
) dx? Y dx
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A.3 Equacoes Diferenciais Parciais

Definicdo A.3.1: Uma equacdo diferencial envolvendo derivadas parciais de uma ou mais
varidveis dependentes em ordem a mais do que uma varidvel independente designa-se equagédo

diferencial parcial (EDP).
Exemplo A.3.2: Sdo equac0es diferenciais parciais as equacdes i e ii, do exemplo (A.1.2).

A partir de agora, ndo é apresentado muitos detalhes e técnicas envolvidas a respeito
das equacOes diferenciais ordinarias e o foco é voltado para o estudo da determinacdo de
solucgdes analiticas das EDPs. Caso o leitor se interesse pelas EDOs pode consultar [7].

No estudo do modelo de Black — Scholes, o trabalho € focado na equacéo diferencial
parcial de segunda ordem, que é a ordem da derivada parcial de maior grau que surge na
equacéo.

A.4 Solucdo da Equacéao Diferencial Parcial

Uma fungdo u = f(x,y) é solucdo de uma EDP de segunda ordem

2 2 2

0°u 0“u ou ou
A(x,y)ﬁ+3(x,y)axay+C(x,y)a—yz+D—+E—+Fu+G =0 (A1)

0x dy

sobre um conjunto M c R? se:
(1) f é 2 vezes continuamente diferenciavel sobre o conjunto M c R?;
(2) f satisfaz & EDP dada.

Definicdo A.4.1: Uma EDP é dita linear nas varidveis independentes x, y e na variavel
dependente u = f(x,y) sobre M c R?, se pode ser posta na forma (A.1) onde todos os
coeficientes A, B, C,D,E e F somente dependem das variaveis independentes x, y para todo
(x,y) € M e A%(x,y) + B%(x,y) + C%(x,y) # 0, ou seja, a EDP sera linear se é de primeiro

grau em u e em todas as suas derivadas parciais, caso contrario, ela é dita ndo linear.

Definicdo A.4.2: Uma EDP é homogénea se G(x,y) = 0.
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A.5 Problemas de Valores Iniciais ou de Fronteira

Definicdo A.5.1: Um problema com valores iniciais ou de fronteira de uma EDP de segunda
ordem da forma de (A.1) é aquele que visa obter uma solugdo u = f(x, y) para a equagéo dada
sobre um conjunto M c R? de modo que a fungdo u = f(x,y) deva satisfazer a algumas
condices iniciais, ou seja, de algumas variaveis ja fixadas, ou condi¢des de fronteira dadas por
funcBes conhecidas. No caso de condicdes de fronteira ou de contorno é preciso observar o que
acontece ao redor da regido M. A solucédo geral u = f(x,y) de uma EDP sobre um conjunto
M c R? ¢ a solucdo que engloba todas as solucdes validas sobre este conjunto M, enquanto
uma solucdo particular € uma funcdo especifica que satisfaz a EDP dada sob uma condi¢éo

particular.

Definicdo A.5.2: Se todas as condicGes suplementares representarem um determinado valor da
variavel independente, este & um problema de valor inicial (PVI).

Definicdo A.5.3: Se as condices se referirem a dois valores distintos da variavel independente,

este se trata de um problema de valor de fronteira (PVF).

Exemplo A.5.4: Um problema tipico com problemas de valores iniciais PVI e problemas de

valores de fronteira PVF para uma equacdo diferencial parcial do calor é:

ou 0°u
- = g2
{at(x,t) a axz(x,t), 0<x<l t>0

u(x,0) = f(x), 0<x<l
\ w(©0,0) = u(L,) =0, t>0

Um problema desse tipo € denominado de Problema de Valores Inicial e de Fronteira, o qual

se pode chamar de (PVIF).

A.6 Classificagcdo de uma Curva Conica

As equacdes diferenciais parciais (EDP) de 22 ordem podem ser classificadas em trés
tipos: elipticas, parabdlicas e hiperbdlicas. A classificacdo das EDPs objetiva especificar os

métodos numéricos mais apropriados em sua resolucdo. Considere apenas duas variaveis
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independentes, de modo que a EDP mais geral € da forma (A.1) em que u é funcdode x e y e
emque A,B,C,D, E e F sdo coeficientes que podem ser fungédo de x e y. Se esses coeficientes
ndo forem funcdo de x e y, a EDP ¢é dita de coeficientes com fungfes constantes. A equacdo

geral de uma curva cénica no plano €:
Ax?* + Bxy + Cy*+Dx+Ey+F = 0.

Quando seus coeficientes A*> + B+ C*#0 e A,B e C forem constantes pode-se
classificar a conica como uma elipse, pardbola ou hipérbole, ou outras curvas degeneradas
destas e isto vai depender do discriminante A = B2 — 4AC. Portanto, as equagdes recebem o

nome de Hiperbdlica, Eliptica ou Parabdlica se o discriminante das mesmas for dessa forma,

1) Hiperbodlicase A = B? — 4AC > 0;
2) Elipticase A= B? — 4AC < 0;
3) Parabdlicase A= B? —4AC =0

Figura 2: Curvas conicas representativas das EDPs lineares.

Parabola

Fonte: http://www.demar.eel.usp.br/metodos/mat_didatico/Equacoes_diferenciais_parciais.pdf, p. 3.
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Exemplos A.6.1:

0%u 2 0%u

i) A Equacdo da Onda ﬁ(x,t)— B ﬁ(x,t) =0 é uma equacdo diferencial

Hiperbolica, pois da equacédo geral (A.1), a equacao da Onda possui como coeficientes

A= B? B =0eC = 1;assim seu discriminante é A = 432 > 0.

2u

i) A Equacéo de Laplace % (x,y) + g? (x,y) = 0 éumaequacéo diferencial Eliptica,

pois da equacao geral (A.1), a equacdo de Laplace possui como coeficientes A = 1,

B = 0e C = 1; assim seu discriminante ¢ A = —4 < 0.
2
iii) A Equacdo do Calor Z—Z(x, t) — aZzT’;(x, t)=0 € uma equacdo diferencial

Parabolica, pois da equacdo geral (A.1), a equagdo do Calor possui como coeficientes

A= a? B =0eC = 0; assim seu discriminante é A = 0.

Na préxima secdo serd apresentado um método importante para resolver equagdes
diferenciais parciais, conhecido como método de separacdo de varidveis. Sua caracteristica
essencial ¢ a substituicdo da equacdo diferencial parcial por um conjunto de equacdes
diferenciais ordinarias, que tém que ser resolvidas sujeitas a condi¢es iniciais e condi¢des de

contorno.

A.7 Separacdo de Variaveis

A técnica da Separagdo de Variaveis ou Método de Fourier®® transforma uma equagio
diferencial parcial em vérias equacdes diferenciais ordinarias. Para resolver uma equacdo
diferencial parcial por separagdo de variaveis, intui-se que uma solugdo pode ser escrita como
0 produto de duas funcbes quaisquer, em que uma delas é funcdo de apenas uma das variaveis
independentes e a outra das restantes. A equacédo resultante escreve-se de forma que um dos
membros dependa apenas de uma das variaveis e 0 outro das varidveis restantes. Sendo assim,

cada um dos membros terd de ser uma constante, o que vai possibilitar determinar as solucdes.

45Jean Baptiste Joseph Fourier nasceu em 21 de marco de 1768 na cidade de Paris, e morreu em 16 de
maio de 1830 foi um matematico e fisico francés, celebrado por iniciar a investigacdo sobre a decomposi¢éo de
fungdes periddicas em séries trigonométricas convergentes chamadas séries de Fourier e a sua aplicacdo aos
problemas da conducdo do calor.


http://pt.wikipedia.org/wiki/21_de_mar%C3%A7o
http://pt.wikipedia.org/wiki/1768
http://pt.wikipedia.org/wiki/Paris
http://pt.wikipedia.org/wiki/16_de_maio
http://pt.wikipedia.org/wiki/16_de_maio
http://pt.wikipedia.org/wiki/1830
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica
http://pt.wikipedia.org/wiki/F%C3%ADsica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Fran%C3%A7a
http://pt.wikipedia.org/wiki/S%C3%A9ries_de_Fourier
http://pt.wikipedia.org/wiki/Condu%C3%A7%C3%A3o_do_calor
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A.7.1 Método de Fourier

Esse método consiste, em primeiro momento, usar separacao de variaveis e procurar

solugdes u = (x, t) do problema apresentado no exemplo (A.5.4) na forma

u(x,t) = F(x)G(t). (A.2)

Uma vez identificado esse candidato € s6 mostrar que este é a solucdo do problema.
Descrever esse método usando a Equagdo do Calor, pois este método foi criado originalmente
para esta equacdo com a conducdo do calor numa barra de tamanho [, que pode ser mais bem

compreendida em [25],

(o t) = 2078 t 0<x<l t>0
{at(xﬁ)_a axz(x) )F X ]

u(x,0) = f(x), 0<x<l
k u(0,t) = u(l,t) =0, t>0

onde f:[0,1] — R é uma funcdo dada, e que satisfaca as condi¢Oes de fronteira. Considere o
caso em que as temperaturas nas extremidades da barra sdo mantidas constantemente a zero
grau.

Substituindo (A.2) na equagéo do calor, tem-se,

F(x)G'(t) = a?F"(x)G(t) (A.3)

ou
G’ 1 F'(x)
G a? Fk)'

(A.4)

Neste caso, G(t) e F(x) nunca se anulam. Em (A.4) o lado esquerdo é uma funcao
apenas de t e do lado direito é uma funcéo apenas de x. Ambos, tanto o lado esquerdo de (A.4)

como o lado direito sdo iguais, portanto devem independer de x e de t. Ou seja,

F'(x) GO 1
Foo  ° % Goar (A5)

A primeira equacdo, em (A.5), nos diz que F deve satisfazer a equacédo diferencial

ordinéria
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F"(x) —oF(x) =0, para 0<x<l (A.6)

e como u(0,t) = u(l,t) = 0 a funcdo F(x) deve satisfazer também as condicoes

F(0)=0 e F()=0 (A7)

pois, u(0,t) =F(0)G(t) =0 para todo t>0. Se F(0)+#0, assimG(t) =0 e,
portanto, u(x,t) = F(x)G(t) = 0. Se u = 0, essa funcdo ndo tera como satisfazer a condicdo
inicial que diz que u(x, 0) = f(x), amenos que f(x) = 0, portanto, F(0) = 0e F(l) = 0.

E preciso verificar quais valores de o que conduzem as solucdes F (x) do problema dado
em (A.6) e (A.7). O interesse € apenas nas solucdes F ndo identicamente nulas, de outro modo,
obtém-se u = 0, 0 que ndo interessa. Antes, é enunciado um teorema para o tratamento das

solugdes de equacdes diferenciais de ordem n, para entender algumas solucgdes encontradas.

Teorema A.7.1.1: Seja y; e y, um conjunto fundamental de solu¢des da equacdo diferencial
linear homogénea em um intervalo [a, b]. Entdo, a solugéo geral da equacdo no intervalo é y =

c1y1(x) + c;y,(x), onde ¢;, i = 1, 2 sdo constantes arbitrarias.
Uma demonstragdo desse teorema pode ser encontrada em [7].
Suponha-se, entéo, trés possibilidades para o, conforme segue.

1) Se o > 0, a solucdo geral de (A.6) pode ser encontrada. Com isso, suponha que

F(x) = e™ seja solugdo. Logo, r deve ser raiz da equacdo caracteristica. Segue,

Vrz =+o

r=+Vo
Fi(x) = cle‘/gx e F(x) = cze‘ﬁx.
De acordo com o teorema (A.7.1.1) a solucéo geral de (A.6) é da forma
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F(x) = cle‘/gx + cze‘\/Ex.

Portanto se tal F satisfazer as condi¢fes em (A.7), o par (cq, c;) de constantes devera

ser solucdo do sistema

(o5} + Cy = 0
eVl 4 eVl = 0

A Unica solucdo desse sistema éc; = ¢, = 0. Isso implica que F =0, 0 que nao

interessa.
2) Se o = 0, asolucgdo geral da equacdo (A.6) é facil verificar, entéo,
F"(x)=0.

SejaF'(x) =F(x)e F'"(x) = F'(x), entéo,

F'(x)=0
JF'(x) dx =f0dx
F(x) = c;.
Com isso,
F'(x) =c

JF’(x) dx=Jcl dx
F(x) = ci;x+ ¢,

e, para satisfazer as condi¢cdes em (A.7), deve-seter ¢, = 0 ec;l+ ¢, = 0 oque implicac; =

¢, = 0 e, portanto, F = 0.
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3) Se o <0, entdo o = —A?, e a solugdo geral de (A.6) pode ser encontrada. Com isso,
suponha que F(x) = e™ seja solucdo de (A.6), entdo r tem que ser raiz da equacao

caracteristica abaixo. Se isso acontecer é possivel obter uma solugdo para F (x), segue

r2+22=0
r=4—12

Fi(x) = c;e¥ ™% e Fy(x) = c,e” V4%,
De acordo com o teorema (A.7.1.1) a solucao geral de (A.6) é da forma

F(x) = cieV=4% 4 e~ V7%,

E importante enunciar um teorema sobre o tratamento das solucdes de uma equagao

diferencial de segunda ordem.

Teorema A.7.1.2: Suponha que y; e y, sejam solucbes da equacdo L[y] =y" +p(t)y’ +
q(t)y = 0, e que o determinante Wronskiano®® W = y, (to)y,(to) — y1(te)y2(ts) ndo seja
nulo no ponto t,, onde se fixem as condices iniciais y(t,) = yo e y'(ty) = y,- Entdo, hd uma
escolha das constantes ¢, e ¢, paraaqual y = ¢y, (t) + c,y,(t) satisfaz a equacéo diferencial

Llyl =y" + p(t)y' + q(t)y = 0 e as condig0es iniciais y(ty) = yo e y'(to) = ¥o-
Uma demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [7].

Se as raizes da equacéo caracteristica ar? + br + ¢ = 0 sdo nimeros complexos. Pode-
se denota-los por r; = Ai e r, = —Ai. Logo:

F(x) = c,e?* + c,e ¥,

Entfo, as expressdes correspondentes de y s&o y; (x) = e** e y,(x) = e %, Agora, é

preciso entender o significado dessas expressoes, que envolvem a funcdo exponencial de um

46Qs determinantes wronskianos receberam esse nome devido a Josef Maria Hoené Wronski (1776-1853),
que nasceu na Polbnia, mas viveu a maior parte da sua vida na Franga.
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namero complexo. Considere que as propriedades usuais da funcdo exponencial tenham
validade para expoentes complexos. Considere a Formula de Euler®

6

e = cosf +isend.

Dai,

logo,
e** = cosAx + isenlx.

Observe que as partes, real e imaginaria de e*™* estio expressos em termos de funcdes
elementares reais.

Ao fazer a soma e a diferenca de y; e y,, para observar como se comportam essas

fungdes elementares. Segue:

y1(x) + y,(x) = e?* + e74* = cosAx +isendx + cosAx —isendx = 2 cos Ax

y1(x) — y,(x) = e?* — e™M¥ = cos Ax +isenAx — cosAx +isendx = 2isen Ax.

Desprezar os fatores 2 e 2i em cada expressdo, encontra-se um par de solucdes reais
u(x) = cosAx e v(x) =sendx. Note que u(x) e v(x) sdo a parte real e imaginéria,
respectivamente de y;.

Pelo célculo direto, o Wronskiano de u e v é:

W,v)(x) =ulx)v'(x) —v(x)u'(x) = cosdx AcosAx + senAx AsenAx

W(u,v)(x) = Acos? Ax + Asen? Ax = A(cos? Ax + sen? Ax).

Sabe-se que cos? @ + sen?® = 1 e que A # 0, entdo W (u,v)(x) = 1. O Wronskiano
W ndo é zero e, assim, u e v formam um conjunto fundamental de solugdes. Portanto a solucéo

geral é da forma

47 eonhard Paul Euler nasceu em 15 de abril de 1707 na cidade de Séo Petersburgo, e morreu em 18 de
setembro de 1783 foi um grande matematico e fisico sui¢o. A férmula de Euler, cujo nome é uma homenagem
a Leonhard Euler, € uma formula matematica da area especifica da analise complexa, que mostra uma relagdo entre
as funcgdes trigonomeétricas e a funcdo exponencial.


http://pt.wikipedia.org/wiki/15_de_abril
http://pt.wikipedia.org/wiki/1707
http://pt.wikipedia.org/wiki/S%C3%A3o_Petersburgo
http://pt.wikipedia.org/wiki/18_de_setembro
http://pt.wikipedia.org/wiki/18_de_setembro
http://pt.wikipedia.org/wiki/1783
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tico
http://pt.wikipedia.org/wiki/F%C3%ADsica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Su%C3%AD%C3%A7a
http://pt.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica
http://pt.wikipedia.org/wiki/An%C3%A1lise_complexa
http://pt.wikipedia.org/wiki/Fun%C3%A7%C3%B5es_trigonom%C3%A9tricas
http://pt.wikipedia.org/wiki/Fun%C3%A7%C3%A3o_exponencial
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F(x) = ¢4 cos Ax + c,sen Ax.

Para que uma tal F satisfaca as condi¢es em (A.7), deve-se ter c; = 0e c,senAl =0
pelas condicBes de fronteira. Como nédo serve c, = 0, deve-se ter sen Al = 0, o que implica

Al = nmr, onde n é um inteiro ndo nulo (n = +1, +2,...). Os valores de —o = A2:

S30 chamados os valores proprios ou autovalores*® do problema dado, e as fungdes

nmx

F,(x) = sen (T)

sdo chamados as funcdes proprias ou autofuncdes*® do problema dado.

Veja agora a segunda equacéo diferencial ordinaria em (A.5). E facil ver que sua solucéo
G'(t) —G()a%c =0
G'(t) = G(t)a’o

G'(t)
G(t)

J%=fa20dt

InG(t) = a’to +c

a’o

elnG(®) — ea2t0+c
2
G(t) = ce®*’to,

Considere que o = —A?,

“8Em algebra linear, um escalar 2 é valor proprio de um operador linear A: V — V se existir um vetor x #
0 tal que Ax = Ax. O vetor x é chamado de vetor proprio. Para que tal seja possivel, € necessario
que det(A — AI) = 0 o qual é uma equagdo polinomial de grau n na variavel A, as n raizes desse determinante sdo
chamados de autovalores.

“SFuncdo que, submetida a um operador, é apenas multiplicada por um escalar, funcéo caracteristica.
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G(t) = ce™ ¥ tA°,

n?m?

Assim, como 22 = —;

a solucdo geral sera

-n?n2a?t

G(t) =ce P~

Entdo, multiplicado as solucbes F(x) e G(t) de tal modo que satisfaca a equacdo do
calor e as condicGes de fronteira e desprezando suas constantes arbitrarias de proporcionalidade,

tem-se:

nmwx -n?n?a’t
) ce 1?

u(x,t) = F(x)G(t) = c,sin (T

ou ainda,

-n?n?a’t nn‘x)

u(x,t) =e ©# sen (T .

Para cadan = 1,2,3, ..., é obtida uma funcéo

2.2 .2

-n“na“t nmwx
u,(x,t) =e ©# sen (T) (A.8)

a qual satisfaz a equacdo do calor e as condicdes de fronteira. Sera enunciado um teorema de

suma importancia.
Teorema A.7.1.3 (Principio da Superposicao): Se y; e y, forem duas solucdes distintas de
uma equacéo diferencial linear L(y) = y" + p(t)y’' + q(t)y = 0, entdo, a combinacéo linear

ay; + by, também é uma solugéo para quaisquer valores das constantes a € b.

Demonstracao: Substituindo a expresséo y = ay, + by, pory em L(y), tem-se:

L(ay, + by,) = (ay, + by,)" + p(ay; + by;)' + q(ay, + by,)
= (ay,)" + (by2)" + p(ay,)’ + p(by;)' + q(ayi) + q(by,)
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=a(y; +py: + qy1) + b(y; + py; + qy2) = aL(y1) + bL(y,).

Uma vez que L(y;) = L(y,) = 0, segue-se que L(ay, + by,) = 0, e, portanto, ay; +
by, é solucdo de L(y). |

Com isso, se u(x,t) e v(x,t) forem solugdes da equagdo do calor, entdo qualquer
funcdo da forma au(x,t) + bv(x,t), onde a e b sdo constantes, serd também uma solugio. E
possivel dizer que a solucédo do calor € linear, ou ainda, uma combinac&o linear de solucGes que
é também uma solucdo. Esse € o chamado principio da superposicdo enunciado acima, que nos

garante que qualquer multiplo de uma solucéo da equacao

Ly)=y"+p®)y +q)y=0

também é uma solucdo, o qual vale também para combinacdes lineares de trés ou mais solugoes.

Portanto qualquer expressdo da forma

N

PR

n=1

onde o0s c,, sdo constantes e 0s u,, sdo as funcdes definidas em (A.8), é solucdo da equacdo do

calor e dos problemas de valores iniciais. Se a condicéo inicial de f(x) for da forma
N
nmx
S usen (%)
n=1

entdo, nesse caso, um candidato a solucéo da equacéo do calor e de seu PVI e PVF sera

N
-nn2a?x nix
u(x,t) = Z cne U sen (T) (A.9)

n=1

Pelo método de separacgéo de varidveis, chega-se a uma expressdo razoavel a candidato
a solucgdo da equacédo do calor. Na expressao (A.9) os coeficientes c,, deviam ser escolhidos de

modo que
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f(x)zz sen nnx .

n:

Esses c,, conforme pode ser encontrado [25], sdo os chamados coeficientes de Fourier
da funcéo f, dada em [0, [], e estendida para todo R de modo a ser impar e periodica de periodo
21. Assim,

_ %Llf(x) sen (@) dx.

Caso f ndo tenha a forma simples acima, vem a ideia de tomar somas infinitas, o que
nos leva a motivacdo para o estudo das séries de Fourier proposta em 1822 por Joseph Fourier
no seu trabalho intitulado “A Teoria Analitica do Calor”. Mas néo € apresentado detalhes sobre
tais séries, pois seu estudo demanda tempo e rigor, conforme pode ser visto em [25].

Durante seu trabalho no problema do calor, em 1835, Poisson®®, no seu trabalho
intitulado “Teoria Matematica do Calor” demonstrou uma forma original de tratar a integracdo
de equacdes diferenciais auxiliares, como a que expressa o problema do calor, dando origem ao
que se chama de integral de Poisson. Entdo, o comprimento da barra no problema do calor de

[0, ], é entendida com a formula do somatdrio de Poisson:

Com mais alguns procedimentos, que aqui sdo omitidos, por fugir do escopo desse
trabalho, € apresentado sem maiores detalhes a integral de Poisson para a solucao analitica da
equacdo do calor que esté diretamente ligada a Transformada de Fourier, como pode ser visto
em [25] e [26]. A partir da teoria das equagOes de difusdo, é abordado o seguinte resultado de

existéncia e unicidade.

Teorema A.7.1.4: Seja u(0, x) uma funcdo continua em R tal que, para certas constantes M, >

0eb >0, se verifique |u(0, x)| < Mye?™!, vx € R. Entdo a funcio

0Siméon Denis Poisson nasceu em Pithiviers, Franga a 21 de junho de 1781 e morreu em Paris no dia 25
de abril de 1840 foi um matemético e fisico francés.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Paris
http://pt.wikipedia.org/wiki/25_de_Abril
http://pt.wikipedia.org/wiki/25_de_Abril
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1

uy(s) e =0 g

1 oo
u(t,x) = —2\/5.[-_00 (A.10)
tem derivadas de todas as ordens a respeito de 7 e de x, para T > 0, e é a Unica solucdo da

Equacdo do Calor com a condigdo inicial u(t,x) = u(0, x) para —co < x < 400,

Uma possivel demonstracdo desse teorema pode ser encontrada em [25].
Portanto, o candidato a solucdo para um PVI e PVF da equacdo do calor é dado pela

equacéo (A.10).
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APENDICE B - ASPECTOS GERAIS

Nesta secdo, é relatado os conceitos de Processos Estocasticos, 0 Movimento Browniano
COMO um processo estocastico e as Integrais de 1td, a fim de ajudar na compreenséo de algumas

propriedades ja mencionadas.

B.1 Processos Estocasticos

Quando se trata do valor de um ativo financeiro, sdo muitos os fatores que influenciam
em seu preco. Pode ocorrer uma variagdo esperada no valor do ativo ou um evento totalmente
inesperado, mas depois de acontecer, é sempre possivel determinar as suas causas, mas € quase
impossivel de quantifica-las, conforme [24]. Assim, é necessaria a teoria dos processos
estocasticos®® para descrever essas flutuagdes.

Bachalier em 1900, de acordo com [24], fez a primeira ligacéo entre o valor de um ativo
e as leis probabilisticas. Seu trabalho descreveu o valor do ativo como um processo estocastico,
onde o preco do ativo segue uma distribuigcdo gaussiana e ndo revela informacao sobre variagoes
futuras. Suas ideias ndo foram bem aceitas na sua época, mas mesmo assim Bachalier construiu
os alicerces da matematica financeira moderna. Mesmo seu trabalho sendo importante para
impulsionar o estudo dos mercados, 0 modelo de Bachalier tinha varias falhas.

O modelo de Bachalier ndo considerava que o valor de um ativo era influenciado ao
longo do tempo, ou seja, que seu valor poderia se alterar com o tempo. Este modelo considerava
qgue o processo relacionado ao valor dos ativos seguia uma distribuicdo gaussiana, 0 que
implicava que o valor de um ativo podia atingir valores negativos, o que é absurdo. Sendo
assim, muitos pesquisadores desenvolveram melhorias em modelos no mercado financeiro
como Black e Scholes, introduzindo o valor temporal do dinheiro como seu fator deterministico
e considerando que o prego do ativo segue uma distribuicdo log-normal. Por isso é necessario

definir alguns conceitos.

Definigdo B.1.1: Seja uma varidvel aleatoria X, que assume os valores x4, x5, ..., x,,, define-se

uma funcgéo de probabilidade P(x;) que tem as seguintes propriedades;

SlInformalmente, pode-se entender como um processo seguido por qualquer variavel que tenha um
comportamento aleatério.
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(i) SeP(x;) =0, para todo i, onde P(x;) é a probabilidade associada X = x;;

(i) XY™, P(x;) = 1,0useja, asomade todas as probabilidades representa o espago amostral.

Definicdo B.1.2: Fixado Q, denotado por P(Q) = {A|A < Q}, 0 conjunto das partes de Q.

Uma subcolecdo F c P () é uma g-algebra se satisfaz as seguintes condicdes:

(i) QeFeQeTF;
(i) Se A € Fentdo A€ € F,
(i)  Se Ay, Ay, ..., € Fentdo UjL; A; € FeNL, A; € F.

Exemplo B.1.3: Alguns exemplos de o-4lgebras:

1. F={0,Q}
2. F={00,A A

Definicédo B.1.4: O par ordenado (£, F), constituido de um conjunto Q e uma o-algebra F de
subconjuntos de Q, é chamado de espaco mensuravel, e qualquer elemento de F é chamado de

mensuravel®?,

Defini¢do B.1.5: Uma medida num espagco mensuravel (Q, F) é uma funcdo u: F — [0, +0)

que satisfaz:

(i) wu@=0;
(i)  u(UR,A;) = X52, u(A;) para quaisquer A; em F disjuntos dois-a-dois.

Defini¢do B.1.6: Uma medida de probabilidade P sobre um espago mensuravel (Q, F) é funcdo

P:F — [0, 1] que satisfaz:

() P(@) =0eP(Q)=1;
(i) Se Ay, Ay .. € F e {A}2,, é disjunto (isto é, A;NA; =@, se i #j), entdo:
P(U2; Ap) = Xi2q P(A).

52Na Teoria da Medida, veja [36], mensuravel representa um conjunto pertencente ao dominio de definicdo
de uma funcdo de medida.
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Definicdo B.1.7: Fixada a medida de probabilidade P sobre a o-algebra F, nomea-se a tripla
(Q,F, P) de espaco de probabilidade.

Definicdo B.1.8: Uma medida P-exterior em um dado conjunto Q é uma funcdo 6*: ¢ (Q) —

[0, o) que satisfaz:

iy 67 =0o0;
(i) SeAcBcQ,entdo 68*(A) < 6*(B);
(iif)  Paratoda sequéncia {4, },en de subconjuntos de Q, 8" (Upen An) < Ym0 07 (47).

Definicdo B.1.9: Uma medida u obtida da medida exterior 8* é chamada de medida de
Lebesgue® em R. Os conjuntos E < R tais que, 8*(ANE) + 68*(A\E) = 6*(A), paratodo A c

R, sdo chamados de conjuntos mensuraveis a Lebesgue.

Definicdo B.1.10: Um conjunto E < R tem medida nula (de Lebesgue) quando para todo € >

0 existe uma familia enumeravel de intervalos abertos e limitados {I; }xcy, € satisfaz:

(i) E c Ug=qI,istoé, {I;} € um recobrimento de E;
(i)  Yi=;amp(l) < e. Neste caso, a amplitude é tratada como sendo o comprimento do

intervalo, ou seja, |I| = b —asel = (a,b).

Defini¢cdo B.1.11: Espaco de probabilidade completo é todo aquele que possui subconjuntos G
de Q, sendo ©Q um conjunto arbitrario qualquer, com medida P-exterior nula, isto é: P*(G) =
inf {P(F);F € F,G c F} = 0.

Defini¢do B.1.12: Seja F uma familia de subconjuntos de (, se tiver uma menor o-algebra F

contendo F, F sera chamado de o-algebra gerado por F. Se F € a cole¢do de todos os

53Henri Léon Lebesgue (1875-1941), foi um matematico francés contribuindo muito na teoria da medida.
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subconjuntos abertos em Q de um espaco topoldgico®, entdo B = F é chamado de o-algebra

de Borel®®.

Definicdo B.1.13: Os subconjuntos F < Q que sdo membros de uma o-algebra F séo
chamados de conjuntos mensuraveis (em relagédo a a-algebra F), ou conjuntos F-mensuraveis.
Considere um espaco de probabilidade (Q, F, P), entdo uma funcdo: Y: Q — R € chamado F-
mensuravel se: Y1(F) = {w € Q; Y (w) € F} € F para todos os conjuntos abertos F c R, ou,
de modo equivalente, para todos os conjuntos de Borel F — R. Neste caso, 0s conjuntos
mensuraveis recebem o nome de borelianos, e os elementos B < R é chamado o conjunto de

Borel.

Definicdo B.1.14: Dado um espaco de probabilidade (Q, F, P), uma funcdo X: Q — R é uma

variavel aleatdria continua se {w € Q: X(w) < x} € F,Vx € R.

Definicdo B.1.15: Seja X uma variavel aleatéria continua em (Q,F,P); a sua funcéo

distribuicdo de probabilidade Fy: R — [0, 1], é definida por Fx(x) = P(X < x).

Definicdo B.1.16: Seja X uma variavel aleatoria continua em (Q, F, P), a sua funcdo densidade

de probabilidade fy: R — [0, +0), quando existe, é definida por Fx(x) = f_xoo fx(y)dy, x €

R onde Fx(x) é a respectiva fungéo de distribuigéo, e f:';o fx(y)dy = 1.

Definicdo B.1.17: O valor esperado de uma variavel aleatéria X com funcdo densidade de
probabilidade fy € definida por uy = E[X] = ff;o xfx(x) dx. A variancia de X é definida por

0% = var[X] = {77 (x — E[X])?fx (x) dx.

%4Se (1 é um conjunto e T é uma familia de subconjuntos de Q(i.e T < P(£)). O T é uma topologia em Q
se as seguintes exigéncias forem satisfeitas:

(i) QpET QET,
(i) Se A, € t,paratodo a € A, entdo Ayey U, € T;
(i) SeA€eteBertentdo ANB € 1.

Se T € uma topologia em Q, entdo (Q, ) é um espago topolégico. Os conjuntos de T sdo chamados abertos com
relacdo a z. Os complementos dos conjuntos de t sdo chamados fechados.

SSFélix Edouard Justin Emile Borel, nasceu em Saint-Affrique no dia 7 de janeiro de 1871 e morreu em Paris
no dia 3 de fevereiro de 1956. Foi um matematico e politico francés e pioneiro da teoria da medida e suas aplicagoes
a teoria da probabilidade.
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http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica
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Defini¢do B.1.18: Uma variavel aleatéria X~N (u, a?), com ~ representando equivaléncia,

definida no espaco de probabilidade (Q,F, P) diz-se ter distribuicdo normal se tem funcgéo

- e(_(xz—:z)z)’ —00 < x < 00,0 >

densidade de probabilidade gaussiana® dada por f(x) =

oV2an

0.Se X~N(u,0%) entdo Z = X%“~N(O, 1) e Z é denominada por varidvel aleatoria normal.

Definicdo B.1.19: Um processo estocastico € uma colecdo parametrizada de varidveis
aleatorias {X;};er, sendo X, = X(t) = X(t,w) = X;(w), definido em um espaco de
probabilidade (Q,F, P) e assumindo valores em R. O espa¢o de parametros T geralmente é o
intervalo [0, o), podendo ser também o intervalo [a, b], onde a, b s&o inteiros ndo negativos.
Paracada t € T fixado tem-se uma varidvel aleatéria w — X;(w); w € Q. Se w € Q for fixado,
pode ser considerada a fungdo t — X;(w); t € T que € chamado o caminho de X;, ou seja, uma

funcéo que depende de t.

Em outras palavras, um processo estocastico € um fenbmeno que varia em algum grau,
de forma ndo previsivel, a medida que o tempo passa, pode ser, por exemplo, a variagdo do
trafego em um cruzamento, a variacdo diaria no tamanho do estoque de uma empresa, a variacdo
minuto a minuto do indice IBOVESPA®’, a variacio no estado de um sistema de poténcia, a
variacdo no numero de chamadas feitas a uma central telefénica.

Pode-se observar logo abaixo um exemplo de um processo estocastico, sobre o indice
Ibovespa mencionado acima. O grafico mostra o tempo expresso da abertura do indice pela
manhd até aproximadamente as cinco horas da tarde. Os pontos mostrados representam o
naumero de a¢Bes das empresas que formam o indice. Os pontos equivalem ao valor da cotacdo
de cada uma delas pela quantidade de acbes. Entdo, como o indice Ibovespa estd em
aproximadamente 50 mil pontos significa que se um investidor possuisse a mesma carteira
hipotética que o forma, teria exatamente R$ 50 mil em ac¢Ges. Ja 0 nimero verde nos detalhes
representa a oscilacdo das a¢Bes ao longo do dia, ou seja, se 0 numero for verde a agdo teve
uma alta no preco, se for vermelho as a¢6es sofreram baixa nos precos. Nos detalhes é possivel

observar uma alta de 1,61%, ou seja, 0 valor das a¢des teve uma alta com igual porcentagem, e

6Essa expressdo se deve a Johann Carl Friedrich Gauss nasceu em Braunschweig, 30 de abril de 1777, e
morreu em Gottingen, 23 de fevereiro de 1855. Foi um matematico, astrénomo e fisico alemao que contribuiu
muito em diversas areas da ciéncia.

7Indice Bovespa é o mais importante indicador do desempenho médio das cotacdes das agdes negociadas
na Bolsa de Valores de S&o Paulo.
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0 numero 795,52 representa a oscilagdo dos pontos para cima, pois estd na cor verde que
representa um valor positivo.

Um processo estocastico pode ocorrer tanto a tempo discreto como a tempo continuo,
neste trabalho é feito um tratamento somente a tempo continuo. Nesse exemplo, o tempo é

continuo, pois o indice é analisado durante todo o tempo sem saltos.

Figura 3: indice IBOVESPA.

IBOVESPA, 1, BMFBOVESPA e

BM&FBOVESPA )"

4 Nowo Su

Detalhes

IBOVESPA (BMFBOVESPA:IBOV)

56329.36 795.52 (1.61%)

EEsme——————
49539.40 ntervalo dia 50781.55

Fonte: BM&FBOVESPA.

B.2 Movimento Browniano como um Processo Estocastico

O Movimento Browniano surgiu nas observagdes no campo da Biologia através de
movimentos intermitentes de particulas organicas e inorganicas em suspensdo em liquidos. Esse
é um exemplo de processo estocastico utilizado na Fisica para descrever o movimento de
particulas. E um modelo matematico para descrever, em cada momento, depois de um instante

inicial, um fendmeno aleatério.
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Em 1828, o bot&nico escocés Robert Brown observou que gréos de polen suspensos em
liquido realizavam um movimento irregular. Esse movimento pode ser utilizado na Fisica para
descrever o movimento de pequenas particulas sujeitas a um grande numero de pequenos
choques aleatorios. O movimento oriundo a partir de choques aleatorios recebeu o nome de
Movimento Browniano em homenagem a Robert Brown, mas também s&o conhecidos como
Processo de Wiener em homenagem a Norbert Wiener, que em 1923 desenvolveu a teoria
matematica deste movimento, conforme [5] e [21].

Bachalier em 1900 foi o primeiro a aplicar 0 movimento browniano no ambito das
financas, mas sem um rigor matematico. Mesmo assim, muitos consideram Albert Einstein,
grande fisico do século XX, o primeiro a analisar este fendmeno do ponto de vista fisico em
1905, conforme pode ser visto em [21], deixando a Teoria do Movimento Browniano tal qual
como se conhece. Inicialmente Einstein ndo considerou que sua teoria explicasse 0 movimento
Browniano, ap6s o artigo de 1828 de Brown, conforme sua propria mengao no artigo [21]: “E
possivel que os movimentos a serem discutidos aqui sejam idénticos ao denominado
‘Movimento Browniano’; no entanto, a informagao a mim disponivel € tdo imprecisa que nao
posso efetuar qualquer julgamento a respeito”. Este movimento se deve a solucao obtida para a
densidade de distribuicdo de particulas dispersas no liquido, cuja forma matematica segue uma
funcéo de densidade de probabilidade gaussiana. Logo mais tarde, Einstein foi informado que
seu trabalho descrevia realmente 0 movimento Browniano. Com isso, tornou-se base para a
analise de muitos fendbmenos nos mais diversos ramos do conhecimento, dentre os quais a
Biologia, a Quimica, Fisica, e até mesmo Financas.

Na area de Finangas, a Teoria do Movimento Browniano encontrou uma grande
aplicacdo através na teoria de Black & Scholes, conforme [5]. Como foi mencionado, estes dois
pesquisadores assumiram que a dindmica de precos de um determinado ativo segue um
Movimento Browniano, e obtiveram a partir desta proposicdo uma equagdo estocéstica cuja
solugéo permite a precificacdo de uma opgdo. Com os avangos da tecnologia de informagéo,
principalmente na ultima déecada do século XXI, a evolugdo temporal de precos atingiu uma
alta resolucdo, ou seja, é possivel obter dados da variagdo do prego de um ativo financeiro a
cada minuto durante uma transacdo no mercado de valores. Ainda, em funcéo disto, muitos se
perguntam: a dinamica de precos do mercado segue realmente um Movimento Browniano? N&o
é detalhado sobre esse questionamento, pois neste trabalho é assumido que o mercado segue

um movimento browniano. Para maiores discussdes pode-se consultar [31].
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Para descrever matematicamente 0 movimento é natural que se use o conceito de um

processo estocastico interpretado como a posi¢do no tempo t do gréo de pdlen.

Figura 4: Movimento intermitente de um grdo de p6len observado ao microscépio.

Fonte: Bessada (2005, p. 91).

A seguir o processo estocastico que descreve matematicamente o0 movimento

browniano.

Definicéo B.2.1: O processo de Wiener € um processo estocastico {B,}co 7] tal que:

(i) P{w: By(w) =0}) =1, onde P uma medida de probabilidade.
(i)  Para quaisquer 0 < s < t, B, — B, segue uma distribuicdo normal com media zero e
variancia t — s, ou seja, possui distribuicdo gaussiana;
(iii) B, — B, e By, — By, sdo independentes desde que 0 < t; < t, < t3 < t4, OU S€ja, O
processo possui incrementos independentes;

(iv)  Astrajetorias t — B, continuas.

Em outras palavras, o movimento browniano € um fendmeno que ocorre durante um
tempo de observacdo relacionado ao movimento de agitacdo térmica das moléculas do meio e
devido a colisfes entre as moléculas. N&o é possivel deixar de notar, que a teoria de Einstein
para 0 movimento browniano forneceu um enorme suporte para a teoria atbmica da materia que
surgia ja no século XX. Einstein percebeu que 0 movimento erratico das particulas em colisdo
era mais bem descrito em termos probabilisticos, conforme [21]. O modelo probabilistico mais

simples que permite um entendimento das leis do movimento browniano de particulas € o
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modelo do passeio aleatorio em uma dimensdo. Um exemplo do passeio aleatorio
unidimensional é considerar uma particula com movimentos restritos apenas a um eixo de
deslocamento. A particula parte da origem em t = 0 e, a cada intervalo de segundos, move-se

de acordo com alguma lei probabilistica: como por exemplo, ela pode dar um passo de tamanho

¢ para a direita com probabilidade % OU um passo para a esquerda, também de tamanho ¢, com
probabilidade .

O processo de Wiener possui uma trajetoria de um passeio aleatorio que depende do
instante de tempo t. A figura abaixo gerada no software Excel descreve uma possivel trajetéria
de uma particula cujo movimento é definido, em termos estocasticos, por um movimento
browniano unidimensional no intervalo de tempo [0,1]. Nessa figura, o movimento
corresponde fisicamente, ao exemplo do movimento de uma particula sujeita, em cada instante

t, a constantes mudancas de dire¢cdes, cujos deslocamentos séo observados.

Gréficol6: Trajetdria de um Movimento Browniano

0,2

0,15 /V

PYAY
o1 vV v

M

Deslocamento Wt

0,2 0,4 0,6 0,8 1

-0,05

Instante de Tempo t

Fonte: Autor.

Apesar de o gréfico parecer ser suave, se aproximar seus tracos com um zoom, verifica-

se que ele € formado pela ligagdo de “bicos” produzidos pelo processo aleatorio. Uma funcgéo



146

desta forma ndo pode ser integrada ou derivada por métodos convencionais do calculo usual,
conhecido muitas vezes como o céalculo newtoniano.

Para gerar trajetorias do grafico 1 deste processo, sugere-se seguir a sequéncia de
instrucdes descrita na figura 4 no software Excel. Para cada instante de 0,01 unidades de tempo
gerou-se o valor do incremento do processo. Para determinar o valor do processo em cada
instante na coluna B, toma-se cada incremento da coluna C adicionado ao valor estado do
processo no instante anterior. A funcdo =Aleatorio( ) na coluna D gera valores aleatorios entre
0e1.Jaafuncdo =Inv.Norm() nos da o inverso da distribui¢cdo cumulativa normal para a média
0 e variancia 1 especificados. Enquanto a distribuicdo normal cumulativa Dist.Norm recebe um
valor e calcula a probabilidade cumulativa daquele valor, a funcdo Inv.Norm recebe uma

probabilidade e calcula o valor de x que a gerou.

Figura 5: InstrucGes usadas para obter a trajetoria do grafico 1.

.9 B C D
1 Movimento Browniano
2
3 Variancia= 1
4
5 instante t Wit incrementos W_001 gerador
6 |0 0 =Aleatoriol)
7 0,01 =C7 =lnv.Norm{D7;0;SC53*0,01) =Aleatdrio()
& |=A7+0,01 =B7+CH =lnv.Morm({D&;0;5C53%0,01) =Aleatdrio]
9 |=A8+0,01 =BE+C9 =lnv.Morm({D9;0;5C53%0,01) =Aleatdrio]
10 |=A%9+0,01 =B3+C10  =lnv.Norm{DL10;0;5C%3*0,01) =Aleatdrio()
11 |=A10+0,01 =B10+C11 | =lnv.Norm({D11;0;SC53*0,01) =Aleatdrio()
12

a

Fonte: Autor.

Wiener construiu matematicamente o movimento browniano, mas Einstein ja o tinha
formalizado sem saber, em seu trabalho. Com isso, existem véarias formas de se construir 0
movimento browniano, por exemplo, uma construgdo explicita que trata o processo como uma
série de funcgdes continuas com coeficientes aleatorios e que possuem convergéncia, conforme
pode ser visto em [33].

A formalizacdo dada por Wiener teve grande influéncia de um matematico soviético
chamado Andrey Nicolayevich Kolmogorov. Kolmogorov foi muito influente na criagdo da

teoria da probabilidade moderna, e dentre suas contribui¢des deixadas para a matematica
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existem dois teoremas de grande interesse no estudo da probabilidade avancada ligados ao
estudo de processos estocésticos e que tem uma grande importéncia para a constru¢do do
processo de Wiener. A construcdo do processo de Wiener como descrito acima demanda certo
trabalho e requer conceitos mais aprofundados, porém com o auxilio dos teoremas de

Kolmogorov é garantido que esse processo existe e é continuo.

Defini¢do B.2.2: Para qualquer conjunto finito {t;,t,, ..., t,) < T, as distribui¢es conjuntas
das variaveis aleatorias X, ,X.,..,X, € denominada distribuicdo de dimens&o finita do

Processo se Fe, ¢, .t.) (X1, X2, vy X)) = P(X¢, Xt)0 oons Xe, ).

Definig&o B.2.3: Um processo estocéstico {X;}re[ory é dito uma modificaco de {X;}ejor] S€

P(Xt = Xt') = 1, onde X, e X, pertencem ao espaco de probabilidade (Q, F, P).
Teorema B.2.4 (Extensdo do Teorema de Kolmogorov): Seja,
{F(t1,t2,---, tn)’ tl < tz < - tn, t] € T, ] = 1, 2, ,n}

uma familia de func@es de distribui¢do de dimensdo finita satisfazendo as seguintes condi¢des

de consisténcia de Kolmogorov:

(1) Feeyntn tnen) 1 ooos Xy Xn1) — Fey ey (X1, o, X)), COM Xy g — 00,
(i) Se m € uma permutacdo de (1,2,..,n) e a funcdo F é denotado por my =

ym(1),...,ym(n)) para todo n-vetor, tem-se F,,(mx) = F.,, para todo x, t,m, e n.
1) (n)) para todo n-vetor, tem-se Fy, (x) = Fyy para tod

Entdo existe um espaco de probabilidade (£, F, P) e um processo estocastico {B,} tais

que

F(tl,tz,_._,tn)(xl,xz, v Xp) = P({w: By, (w) < x4, ...,Btn(w) < xn}).

O teorema (B.2.4) também € conhecido como Teorema de Consisténcia de Kolmogorov

e sua demonstracdo pode ser encontrada em [32].
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Teorema B.2.5 (Teorema da Continuidade de Kolmogorov): Seja o espaco de probabilidade

(Q, F, P). Considere o processo estocastico {X;};e[o,r satisfazendo a propriedade,

E(IX, — Xs|*) < Dlt —s|"™*F; vt €[0,T] (B.1)

onde a,B, e D sdo constante reais ndo negativas. Entdo, existe um processo
estocastico {By}te[o,ry, tal que {By}¢ejo,r] € uma modificagdo continua de {X,};e[o,r7- Com isso,
0 processo de Wiener satisfaz a condicéo (4.1) de Kolmogorovse « = 4,D =n?e 8 = 1, por
exemplo, portanto o processo ou Movimento Browniano tera uma versdo continua.

Também conhecido como Critério de Kolomogorov, uma demonstracdo desse teorema

pode ser encontrada em [13].

Agora é sO provar que E*[(B, — B;)*] = n?(t — s)? satisfaz a condicdo (B.1) do
teorema (B.2.5), onde E* denota a expectativa média com relacéo a probabilidade P. E definido
antes algumas propriedades da expectativa do movimento browniano que podem ser mais bem

compreendidas em [36],

t

(i)
(i) E*[(B—x)%] = nt, E*[(B; —x)?] =ns, Vt =0;

*[B¢] = x, vVt =0;
[

(i) E*[(Be —x)(Bs —x)] = n, min(s,t);
[
[

(iv) E*[(B; — By)?] = n(t—5s),set =s;

(V)  E*[(B; — Bs)?] = E*[(B; —x)* = 2(B; —x)(By — x) + (Bs —x)*] =n(t — 25 +
s) = n(t—s)quandot = s.

Demonstracdo: Assim segue,

Ex[(Bt - Bs)4] = Ex[(Bt - Bs)(Bt - Bs)(Bt - Bs)(Bt - Bs)]a

reescrevendo,

E*[(B; — B)*] = E*{[(B; — x) — (Bs = )][(B: — x) — (Bs = 0)][(B; — x)

—(Bs = 0)][(B: — x) — (Bs — )1},
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distribuindo,

E*[(B; — B)*] = E*{[(B; —x)(B; —x) — (B; — x)(Bs — x) — (By — x) (B — x)
+(Bs - x) (Bs - x)][(Bt - x)(Bt - x) - (Bt - x)(Bs - x)

_(Bt - x)(Bs - X) + (Bs - x)(Bs - x)]}

E*[(B; — 35)4] = E*{[(B; — x)z —2(B; —x)(Bs —x) + (Bs — x)z][(Bt - x)z

- Z(Bt - x)(Bs - x)(Bs - x)z]}

segue,

E*[(B; — By)*] = E*{[(B: — x)? — 2(B, — x)(Bs — x) + (Bs — x)?]*}.

Sabe-se que

E(a+b) = E(a) + E(b),

entdo segue,

E*[(B; — By)*] = {E*[(B; — x)*] — E*[2(B, — x)(Bs — x)] + E*[(Bs — x)*]}

{E*[(Br — x)*] — E*[2(B, — x)(Bs — x)] + E*[(Bs — x)*]}.

Sabe-se que

E(aX+b)=aEX)+ b

entdo segue,

E*[(B — Bs)*] ={E*[(B; — x)?] = 2E*[(B; — x)(Bs — x)] + E*[(Bs — x)*]}

{E*[(Br — x)*] = 2E*[(B, — x)(Bs — x)] + E*[(Bs — x)*]}.

Pelas propriedades (ii) e (iii), segue
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E*[(B; — B))*] = (nt — 2ns + ns)(nt — 2ns + ns)

E*[(B; — By)*] = n%t? — 2n%ts + n’ts — 2n®ts + 4n?s? — 2n%s? + n’ts

—2n%s? + n?s?

E*[(B; — By)*] = n?t? — 2n%ts + n?%s?

E*[(B; — B5)*] = n*(t — 5)*.

Portanto é obtida uma versdo continua do movimento Browniano. ]

Outro fato importante das propriedades do movimento browniano e que ndo pode ficar
de lado, por ndo ser dificil sua verificacao é que seus incrementos sdo independentes. Entdo, B,
— Bt

tera incrementos independentes se, B, By, — By, ..., By é independente para todo

k k-1

0 < t; <t,.. <t Paraprovar isso, considere o fato de que as varidveis aleatorias seguem
uma distribuicéo gaussiana e sdo independentes e ndo sdo correlacionadas. Por isso, é suficiente

provar que

EX [(Bti - B_) (Btj - Btj_l)] =0 (B.2)

tal fato é suficiente para provar a independéncia dos incrementos, pois a esperanc¢a do produtos
desses incrementos serdo nulos por que as varidveis ndo sdo correlacionadas e sao

independentes, onde t; < ¢;, que segue a partir da forma

CE* [BtiBtj — By, B, — BB, , + Bti_lBtj_l] =n(t;— tiq— t;+ ti_y)

CE* |ByBy, — By_,B, — BuB,_, + Be_,Be,,|=0. (B.3)

Como para cada s < t, B; — B vai ser independente de um instante anterior dentro de
um intervalo [0, t,]. Entdo, dado um processo em um instante B; = x,, nenhuma outra
informacdo sobre os valores de B;, com t < s vai ter efeito a distribuicdo de probabilidade em

B, — B,. Onde o coeficiente c é representado por uma matriz de variaveis aleatérias com indices
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independentes, mas ndo ¢ apresentado detalhes sobre tal matriz, para maiores informacées veja
[36].

A partir disso, B; — B, € independente de F se s < t, como demonstrado a seguir.

Demonstracdo: Entdo, suficientemente é preciso provar (B.2). Dessa forma, B, tera

incrementos independentes, segue

E* BB, — BB, , — B_,Bi,+ Be_ Bt ]

E*|B.B, — BB, , — Be_,Bi,+ Be,Be, | =E*|(B, — x) (B, — x) -

(B, — x) (Btj_1 — x) — (B, — x) (Btj — x) + (B, — x) (Btj_1 — x)],

onde t; <.

Como E*[(B; — x)*] = E*{[(B; — x)(B; — x)]*} = nt,

segue,

EX [BtiBtj — BBy, , — By Bi, + Bti_lBtj_l] = EX [(Btl. —x) (Btj - x)]
—E*|(Be, = x) (Be,_, — x)| = E¥ [ (B, — ) (Be, — x)| + E*[(Be,_, — )
(Beps = )]

E* BB, — BB, , — B ,Bi,+ By_,Be, .| =nt;—nt; —nt;_y +nt;_y =0.

Logo, esta provado que o0 movimento Browniano possui incrementos independentes. [
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B.3 As Integrais de It

Em 1951 uma teoria matematica rigorosa foi desenvolvida pelo japonés Kiyoshi 1to para
o tratamento das solugdes das equacgdes diferenciais estocasticas. O calculo de Itd é
preferencialmente aplicado em finangas, como é visto mais a frente, mas foi desenvolvido a
principio para o calculo da trajetdria de foguetes. 1td desenvolveu uma forma de dar sentido a
integral f: X dB¢, onde (B;)»o € 0 movimento Browniano unidimensional e (X;)¢e[q,p; € UM
processo estocéstico. Mas, existem controvérsias sobre a aceitacdo do célculo de It6. Essa
controvérsia se da pelo fato de existir o calculo de Stratonovich®® para o tratamento de integrais
como a referida acima. O que difere o célculo de Stratonivich do célculo de Itd é somente a
tomada dos pontos ¢;" para a integragdo no intervalo [¢;, t;,4]. Itd corresponde a escolha ¢/ = t;

.. R ti+t; . . ~ ‘ . .
e Stratonivich a escolha t; = % Em diversas situacfes € mais apropriado o uso da

integral de Stratonivich. Entretanto essa controvérsia nao seré abordada aqui e nem a construcdo
das integrais de Stratonivich. Para maiores detalhes pode se consultar [33], [34] e [36].
Para iniciar a breve construcao das integrais de Itd, considere o problema de valor inicial

da seguinte forma,

dx(t) = f(x(t),t) dt t € (to, ty)
{ x(0) = xo

onde f: R x [ty, t,] — R € uma funcéo que descreve o comportamento de um fendmeno em
estudo e x, € uma constante qualquer, sendo neste caso t, = 0. Neste caso, a solu¢ao procurada
é uma funcgdo x: (t,, t,) — R para todo t em algum intervalo satisfazendo as igualdades
acima. Porém, em diversas situagdes o interesse pode estar em um modelo que descreva também
a acdo de algum fendmeno aleatorio, como algum tipo de perturbacdo ou ruido, num intervalo
de tempo [to, tx], com k = 1,2, ...,n. Como uma possivel descricdo para algumas situactes

desse tipo, tem-se as chamadas equacdes diferenciais estocésticas:

{dXt = f(Xt' t) dt + g(Xt, t) dBt
XO =Xy

8Ruslan Leontyevich Stratonovich (1930-1997), foi um russo fisico, engenheiro e probabilista e um dos
criadores da teoria das equagoes diferenciais estocasticas.


http://en.wikipedia.org/wiki/Physicist
http://en.wikipedia.org/wiki/Engineer
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onde f(s,x), g(s,x),sendo a =ty < t; < --- < t, = b sdo definidas no intervalo [a, b] para
todo s € [tx_1, tx): Rx [to, tx] — R sdo fungbes e (B;)ieft, ) € UM Movimento Browniano.
Com isso a solugdo procurada € um processo estocastico (X;)eepe, ¢, que satisfaca a

equacdo integral estocéstica, que nada mais € que a forma integral da Equacdo Diferencial
Estocéstica (EDE) logo abaixo, cuja demonstracdo pode ser visto em [33], [34] e [36],

tk tk
Xe =xo + f(Xs,s)ds + | g(Xs,s) dB.

to to

Quanto a primeira integral, fti)"f(Xs, s) ds, se fixar-se sua aleatoriedade w = w,, onde
1} tto" f(X(s,w),s)ds, essa integral pode-se transformar em uma integral de

. t - )
Riemann®® ft “F(wg,s) ds com F(w,s) = f(X(s,w),s). O valor dessa integral dependera do
0
valor de w = w, e, portanto, a integral é uma variavel aleatéria sendo uma fungdo mensuravel
‘ . t ~ - . .
de w. J& com a segunda integral ftokg(Xs' s) dBg nao se aplica 0 mesmo método, pois o

integrando, 0 movimento Browniano possui variagdo ilimitada e ndo segue as regras usuais do

calculo. Agora, é apresentado algumas propriedades essenciais na construcdo da integral de It.

Definicdo B.3.1: Uma familia de sub-o-algebra (F;):so € chamado de filtracdo no espaco

mensuravel (Q,F)se 0 <s <t = F, S F,isto ¢, (F)s0 € Crescente.

Definicdo B.3.2: Um processo estocastico (X;)s, é dito adaptado a uma filtracdo (F;);so Se
para cada tempo t > 0, a varidvel aleatoria X; € mensuravel em relacdo a o-algebra. Todo
processo adaptado a sua filtragdo F; = (X, 0 < s < t), também é chamado de histéria do

processo até o tempo t.

Defini¢do B.3.3: Seja (Q,F, P) um espaco de probabilidade e (F;):er uma filtracdo em o-
algebras. O tempo T pode ser continuo ou discreto. Um processo estocastico (X,):er a valores
reais definidos em (Q, F, P) é dito um martingale em relacéo a filtracdo (F;).cr € & medida P

Se

5Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) foi um matematico alemdo, com contribuicdes
fundamentais para a analise e a geometria.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Alemanha
http://pt.wikipedia.org/wiki/An%C3%A1lise_matem%C3%A1tica

154

(i) E[|X;]] <coparatodot €T,
(i)  (Xp)ier € adaptado a filtracdo (F;) cer;
(iii)  E[X/\F] = X; paratodo t > s.

A construgdo das integrais de Itd é baseada nas definicBes acima. Assim, dado o
movimento Browniano (B;):s, definido em um espaco de probabilidade (Q, F, P), considere
uma filtracdo (F;):»o do espago (Q,F,P) tal que, o(B;,0 <s<t)c F, paratodot >0 e
0(Btyy — By, A=0)com A =1,2,...,n, é independente de F, paratodo t > 0. Toma-se F; =
0(Bs,0 < s <t) sendo uma filtragdo do movimento Browniano, com (B;);>, sendo um
martingale em relacdo (F;)¢so-

Considere o intervalo [a, b] c [0, ), um espaco de probabilidade (Q,F,P), onde é
definido o movimento Browniano ou processo de Wiener (B;);so € uma filtracdo (F;)so. Seja

M? = M?(a, b) como uma classe dos processos estocasticos (Xe)teqa,p) que satisfazem:

()  (Xt)te[ap) € UM processo mensuravel, isto €, a fungdo (t,w) — X;(w) € BxF-
mensuravel, onde B denota a o-algebra de Borel no intervalo [a, b];
(i) (X)teap) € adaptado a (F;)¢so, OU Seja, para cada t € [a, b], a variavel aleatoria X, €

Fi-mensuravel;

i) E(J]1X[? dt) < oo,

Pode-se definir a Integral de It6 para toda classe M?. Seja (X¢)te[a,p) UM processo

estocastico em M?(a, b). Fixado uma sequéncia {¢,}s-, na qual supde-se serem validas as

integrais de 1t6 e sendo ¢ um processo elementar, com

n—-1
(p(t) = Z (p(tl) I[ti,ti+1)(t)l
i=0

onde I, ¢, . (t) € uma fungdo que indica a escolha do intervalo [¢;, t;,1) entre [a, b].

Tem-se que,

fb@(t) dB, = nz_:l@(ti) (Bt — Be)
a i=0
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€ um processo elementar no intervalo [a, b], tal que

b
lim E (f 1X: — @ (0)|? dt) =0
n—-o0o a
e define-se

b b
f X; dB; = lim f @, (t) dB; (B.4)
a n-om a

com o limite em L2(Q), onde L? é a imagem inversa por ¢ de qualquer conjunto de Borel
pertencente a o-algebra do produto By, ,; x F. Pelo fato de ser mensuravel, o processo
estocastico ¢ também pode ser pensado como uma variavel aleatéria definida no espaco

([a,b] xQ,BxF,uxP).

Teorema B.3.4 (lsometria de It0): Seja ¢, uma funcdo elementar qualquer. Ent&o,

b : - L i .
fa @, (t) dBy, 0 integral estocastico de ¢,, a0 processo browniano é uma variavel aleatoria que

b 2 b
(J @(t) dBt> =E<J P2 (t) dt).

Uma demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [36].

pertence a L?, assim

E

O limite em (B.4) existe, pois pela Isometria de 1t0 para processos elementares, nota-se
que

b
E :E<f |(pn(t)_ (pm(t)lz dt) —0

( f " ou®) dB, - f om(® dBt)z

quando n, m — oo, pois para cada i e j com @?(t;) e (pz(tj), é apreciado em algum momento

do desenvolvimento da igualdade acima um produto que envolve o seguinte termo

E (Btj+1 - Btj) =0,
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assim, os termos vao se anular, nesse caso quando ao fazer passagem do limite com n,m — oo
sera verificado que os dois lados da igualdade acima tende para zero, para maior verificacdo
consulte [36]. O limite ndo depende da sequéncia ¢, escolhida. Toma-se outra sequéncia

{Ynlo_; que também satisfaca

n—-oo

b
lim E <f 1X, — P, (0|2 dt) = 0.

Definida uma sequéncia {¢,}n=,; pondo 9,, = @, € 95,1 = P,. Entdo,

b
lim E (f | X — @n(t) dt) =0
n—-oo a

e, isto implica que

b
limf @, (t) dB;
n—-oo a

existe em L?((). Assim, as subseqiéncias {fb 0, (1) dBt} e {fb P, (t) dBt}
a n=1 a n=1

devem

convergir para 0 mesmo limite. Logo, o valor para o qual essas sequéncias convergem é definida
como a integral de It6.

Depois de feita uma construcdo ndo generalizada para as integrais de 1td, basta calcular
como exemplo a integral f; B, dB;. Mas, ndo € abordado com detalhes sobre solucdes fortes e

fracas para as integrais de It6, e é feito um exemplo usando variacdo quadratica do movimento
browniano. Para maiores detalhes sobre essas integrais veja [33]. Para calcular essa integral, é

preciso inicialmente enunciar um lema.

Lema B.3.5 (Variagdo Quadratica do Movimento Browniano): Seja [a, b] um intervalo em
[0,0), e suponha-se que P, ={a = t§ <t} <-- <t} =b} sdo particdes de [a,b], com

|B,| — 0 quando n — oo. Entdo
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em L2(Q) quando n — oo,

Demonstragdo: Tem-se B;x — Byn e i}y — t7', seja

kn—1
2
0u=) (B, ~By) -
i=0
Note que,
kn—1
b—a= z (th,—th),
i=0
entao,
kn—-1 kn—1
z n n
Qn—(b—a)= Z (Btl?;l - Bt{‘) - z (6 — ).
i=0 i=0
Sabe-se que,
n n n
:E:(ai'+ b;) = :E:CH +':E:lh
i=k i=k i=k
segue,
kn—1
2 n n
Qn—(b—a) = Z ((Bt}"+1 - Bt?) — (i — 4 ))
i=0
Fazendo,
kn—1 2

(Q-G-)={> ((Bt;;l ~By) — (- t?))

i=0
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e assim,

kn—1kp—1

EQu— G- a)]= ) E[((Btyﬂ ~By) - (th, —t?))

i=0 j=0

((Bt?ﬂ - Bt?>2 — (G - tf))l'

Parai # j, de acordo com a independéncia dos incrementos, 0 termo do somatorio pode

ser escrito dessa forma
2 n n 2 n n
E (Bt{fH - Bt?) -t — ) |E (Bt}ﬂrl - Bt}l) - (tj+1 - ) =0

2
de fato, pois E ((Btﬁl — Bt{l) ) = (t]'.; — ti*). Portanto,

kn—1

El(Qu—(b-a)]= ) E

i=0

((Bt?ﬂ - Bt?)z — (t — tin)>2]
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kn—1

= > BI(? = D2ty — 6
i=0

onde,
Y = Yln - l-;_l 711 NN(O' 1)
tivi — 4

Consequentemente, sendo C = E[(Y? — 1)?],

kn—1

El(Qn— (b=’ =C ) (thy —t]) < CIRI(b—a) =0

i=0

quando n — oo, ]

Exemplo B.3.6: Demonstre que f: B; dB; = %(Bﬁ — B2) — % (b —a).

Demonstracéo: Para se chegar a igualdade acima, € preciso saber se 0 processo (B;)¢e[q,» €Sta

em M?2(a, b). Entdo, veja algumas hipoteses que ndo podem ser deixadas de lado.
(i)  Assumir a mensurabilidade do movimento browniano, e sua prova que depende da
continuidade das trajetdrias sera omitida aqui, mas pode ser encontrada em [33];

(i)  Seja (Fp)es, uma filtracdo adaptada ao processo (B;)so;
(iii)  Por Fubini®,

b rb b b
a a a a

b b b
j f E(IB,?) dtdB, = f E(IB,]?) de
a a a

%0Teorema de Fubini: Seja f: R € R? — R uma funcéo integravel no retangulo R = {(x,y) € R%:a <
x <bec <y <d} Suponha que f:f(x, y) dx exista para todo y € [c, d] e que fcdf(x, v) dy exista para todo

x € [a,b]. Entdo [[, f(x,y) dxdy = fcd [fab f(x,y) dx] dy = fab [fcdf(x, y) dy] dx. A aplicacéo desse teorema
no item (iii) acima pode ser melhor compreendida em [33].
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b rb b
a a a

b rb b bZ _ a2
f f E(|B;|?) dtdB, =f tdt = < oo,
a

a a 2

Com isso, pode-se considerar por (iii) que (B:)ie[an] € M?(a,b). Construindo
processos elementares aproximando (By)cejq,p) € COnsidere particdes P, = {a =ty <ty <

<ty = b} do intervalo [a, b] tais que |B,| — 0 quando n — oo. Assim,

b
] B.dB. = lim » By (B, —By) (B.5)
a .

onde o limite é no sentido de L?((2). Usando a identidade a(b — a) = % (b? —a?) — % (b — a)?

em (B.5), e de acordo com o lema (B.3.4),

kp—1 kp—1
bB dB 1 li B? B? 1 li B B ’
| Bedno=g tim > (5, ~B%) -3 m > (B, -~ Bq)

1,1

1 - . ;- .
O termo — > (b — a) que aparece no final do calculo do somatdrio mostra que a integral

de 1td ndo segue realmente as regras do calculo usual. Logo, esta provada a igualdade em
(B.3.5). |

B.4 Equacbes Diferenciais Estocasticas

As equacdes diferenciais estocasticas (EDEs) sdo basicamente equagdes diferenciais
com algum termo que descreve a acdo de efeitos aleatorios que influéncia o sistema. A teoria
dessas equacdes remonta ao século XX, a partir dos trabalhos de Bachelier (1900), Einstein
(1905), Wiener (1920), Ornstein — Uhlenbeck (1930), dentre outros. E comum que as equagdes
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diferenciais ordinarias descrevam um comportamento dindmico de um fendmeno em estudo,
enquanto o termo estocastico descreve o ruido, ou seja, as perturbacGes aleatdrias que
influenciam esse fendmeno.

Ao descrever alguns fenémenos naturais em linguagem matematica encontra-se as
equacdes diferenciais estocasticas, que tém importantes aplicacdes em praticamente todos 0s
ramos da Ciéncia e Tecnologia, conforme [34]. Um dos primeiros estudos de EDE surgidos na
literatura foi em 1930, trata-se do modelo de Ornstein — Uhlenbeck para o movimento
Browniano, que € o movimento irregular de uma particula suspensa num fluido. O estudo das
EDEs se faz importante na aplicagdo do modelo de Black — Scholes. E feito aqui uma breve
apresentacdo da existéncia e unicidade de solucdes das equacdes diferenciais estocésticas. Para
um melhor tratamento das mesmas pode-se consultar [33], [34] e [36].

Seja (By)so Um movimento browniano unidimensional definido em um espaco de
probabilidade (Q,F,P) e uma filtracdo (F;):so gerada pelo processo (B:):so. Considere

também que (X;)¢e[o,r; € adaptado a filtragdo (F;);,. Basta saber se existe algum processo

estocastico da forma (X;)e(o,r) que satisfaga uma dada equagdo diferencial estocastica como

{dXt = f(X., t) dt + g(X., t) dB;
XO = XO

(B.6)
essa equacdo diferencial estocastica assim como outras devem ser entendidas como equacoes
integrais com integrais estocasticas no sentido de 1t6 ou de Stratonovich, como visto na se¢do
anterior.

Se um processo X = {X;,t, < t < T}, satisfaz a equacdo (B.6), no intervalo t, <t <
T, seré entdo uma solucdo de (B.6). Se fixar f e g, cada solucdo do processo X vai depender do
valor inicial dado X, , com s < t e do processo (B;)¢e[o,r]- Se esta solucdo existir para cada
processo do movimento Browniano em consideragédo, pode-se dizer que a equacdo diferencial
estocéstica possui uma solucdo forte. Uma solucdo serd fraca quando sdo dadas apenas as
funcbes f e g, e a solucdo consiste em um espaco de probabilidade com uma filtracdo, e um
processo adaptado a esta filtragdo, assim no qual o processo de Wiener ndo é especificado, isto
é, a incognitas tanto em X como em B. Ndo é tratado aqui sobre as condicfes de existéncia e
unicidade de solucdes fracas, somente as solucdes fortes para as do tipo (B.6). Para maiores
informacdes sobre solugdes fortes e fracas pode se consultar [12], [33] e [36].
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Em alguns casos, quando o trabalho com as equagdes diferenciais ordinarias é
aprofundado, as vezes ndo é encontrado formulas explicitas para as suas solu¢fes, 0 mesmo
ocorre para as equacgdes do tipo (B.6). Entdo, € necessario usar métodos numeéricos para
aproximar as solucdes, porém esses métodos serdo omitidos aqui. Mas, para um pesquisador
interessado em encontrar essas tais solugdes destinadas a algum problema em questao, primeiro
é necessario saber se a solucdo existe e se € Unica. Agora serd enunciado um teorema que

garante a existéncia e a unicidade de solucdes fortes de equacgdes diferenciais estocasticas.

Teorema B.4.1 (Existéncia e Unicidade): Sejam f,g:[0,T] x R — R satisfazendo as

seguintes condicoes,

(i)  f e g sao continuas;
(i) Seja llf (&, x) = fE& N+ 1lg(t,x) — g <Kllx —yll para todo 0<t<T e
x,y € R (condic&o de Lipschitz®?);
(i) Sejallft, )Nl + llg(t, )|l < Ky/1+ [|x]|? paratodo 0 <t < T e x € R (condic&o de
crescimento);

(iv)  Sejaavariavel aleatoria X, € F;, € E(X3) < oo,

Entdo existe um processo X: [t,, T] x Q — R que sera solucdo forte da equacao (B.6),
admitindo uma Unica solugdo pela condicdo de Lipschitz e esse processo vai existir pela

condicdo de crescimento. Uma demonstracdo desse teorema pode ser encontrada em [32].

81Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903), foi um matemético alem&o que contribuiu em vérias areas
na matematica.
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ANEXOS

STINDO NA BOLSA
DE VALO . =

.‘







APRESENTACAO

Conhecimento e informacdo sdo fundamentais para o crescimento e desenvolvimento de um inves-
timento, seja na producdo rural, comercial ou na industrial. As informacdes a respeito dos mercados se-
rdo abordados de maneira simples e objetiva, deixando claro que a cartilha busca instigar o produtor rural
dos Vales do Jequitinhonha e Mucuri a refletir sobre as alternativas de investimentos nos mercados fi-
nanceiros.

Esta cartilha tem por objetivo orientar os produtores rurais dos Vales do Jequitinhonha e Mucuri
quedme)ammvestireopaargmndesoupeqtmnasquanudadesdedmheuona Bolsa de Valores. Neste
material € possivel encontrar perguntas e respostas que irdo esclarecer alguns procedimentos iniciais que
se deve tomar para obter bons resultados com seus investimentos.

Os produtores rurais que desejam conhecer os mercados futuros, fazer investimentos em agdes e

em opgdes financeiras. terd como base neste resumo os principais conceitos que lhe ajudaram a entender
como funciona os mercados. Proporcionando melhor entendimento acerca dos riscos e vantagens associ=

adas a essas operacoes.
A cartilha € voltada para os produtores rurais, mas esta aberta para interessados em aplicar algum
capital na Bolsa.
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1 INTRODUCAO

Osmemdossmglmmapamrchnecessidadedeadmmmasahaaqmdepmgosdeanvosagn-
colas. A busca por protecdo dos precos agricolas ja era conhecida desde os tempos medievais. Tendo inicio
da realizagdo de acordos contratuais entre os envolvidos para a entrega numa data futura, durante as feiras
medievais da Europa do século XIL.

Na década de 1840, a cidade de Chicago no EUA. surgiu como um forte centro de mercado para os
Estados vizinhos. Agricultores se reuniam em épocas de colheitas para vender e trocar seus grios. Por volta
de 1848, comerciantes de grios se reuniram para formar uma troca de grios organizada, na Junta Comerci-
al de Chicago (CBOT). A Junta Comercial de Chicago nada mais era do que uma associagdo de comercian-
tes que criaram um local especifico e organizado de encontro para compradores e vendedores de diversos
grios e demais produtos, assim eles poderiam se reunir e realizar seus negacios.

O ponto de partida da negociagio de ativos financeiros nos Mercados Futuros deu-se em 1973, com
o surgimento da bolsa de futuros, o Intemational Monetary Market pelo grupo do Chicago Mercantile Ex-
change, negociando contratos futuros de cambio.

No Brasil, a primeira bolsa de contratos futuros que surgiu foi a Bolsa de Mercadorias de Sdo Paulo,
no ano de 1918, operando inicialmente, com contratos de algoddo. A Bolsa de Valores do Rio de Janeiro,
surgiu em 1979, sendo a pioneira nas negociacdes no Mercado Futuro de A¢des no Brasil.

E possivel observar no inicio, que os mercados se organizaram a partir das necessidades dos produto-
res rurais. Os vales do Jequitinhonha e Mucuri possuem produtores rurais que praticam o comércio de seus
produtos e outros que produzem para o préprio sustento vendendo somente o excedente.

Com os mecanismos de investimentos na bolsa de valores como forma altemativa de ganho financei-
ro é possivel se obter melhoras na producdo rural e mesmo suprir necessidades como investimentos nesse
meio. Com os avangos tecnologicos, e com as variadas formas de se investir nos mercados organizados,
surge o interesse de se adequar ao mercado organizado. E preciso saber como investir adequadamente no
mercado de agdes e de opgdes, visando uma alternativa de obtencdo de renda para auxilio na produgio ru-
ral. A cartilha se faz necessirio, sendo um primeiro passo para o produtor entrar nos mercados financeiros
como investidor.

2. PRODUCAO RURAL

A producio rural pode ser desenvolvida por pessoas fisicas ou por empresas, chamadas de pessoas
juridicas. As produgdes rurais podem variar como por exemplo, atividades agropecudrias, pesqueira ou sil-
vicultura, extragio de produtos primarios, animais ou vegetais, podendo ser uma atividade constante ou
temporiria.

Pammelhomrapmdméonualoprodmordeve fazer uma boa gestao de seus investimentos. Devido
ému;osouamwnmnoscustosdaspmmwesepmclsosetaumaboagaﬂodasanwdadano
mewrural mxponamemberquamosegastaoomdetenmnadapmdugaopamqwsetenbaumbomraor-
no, e mesmo possuir controles e organizagdo nos empreendimentos. Para isso ndo € preciso computadores
ou alguma super tecnologia, € necessirio somente que o produtor tenha uma agenda ou algo que registre
seus investimentos. Com uma boa gestdo € possivel retirar parte dos ganhos e investir em uma outra forma
de obtencdo de renda.
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3 O QUE E BOLSA DE VALORES?

A Bolsa de Valores ¢ um mercado onde se pode encontrar varios tipos de investidores que negociam
acdes, opgdes e demais produtos financeiros de diversos setores.

A bolsa surgiu da necessidade das empresas conseguirem mais investidores, dessa forma a empresa
vende um pedago da participagdo dos ganhos para pessoas ou outras empresas, € em troca consegue vastas
somas de investimentos. Com isso, as pessoas tem direito a receber parte dos lucros das empresas, e essas
empresas em contra partida, obtém um capital de giro a um preco mais barato do que o oferecido pelo ban-
co.

A principal bolsa no Brasil ¢ a BM&FBovespa (Bolsa de Valores, Mercadorias e Futuros), Criada
em 2008 devido a unido da BM&F (Bolsa de Mercadorias & Futuros) e a Bovespa (Bolsa de Valores de
Sdo Paulo). Essa jungdo fez a BM&F Bovespa se tornar a maior bolsa do mundo em valor de mercado,
atras somente de EUA e Alemanha.

4 QUAL O VALOR MINIMO PARA INVESTIR?

Na pritica ndo existe um valor minimo para se fazer um investimento. Alguns economistas sugerem
que investimentos baixos sejam feitos em primeiro momento em fundos. Fundos representa uma espécie de
mecanismo que reine dinheiro de varios individuos e fica a cargo de um gestor cuidar do dinheiro. O ges-
tor faz aplicagdes no mercado financeiro e repassa os ganhos as partes envolyidas. As pessoas envolvidas
nessa aplicacdo do fundo. pagam uma taxa para o administrador, gestor. responsavel por controlar o risco
que o dinheiro sofre nos mercados.

5 O QUE SAO ACOES?

Agdo ¢ o valor mobilidrio emitido pelas companhias e representativo de parcela do capital. E o do-
cumento que indica ser o seu possuidor o proprietario de certa fragdo de determinada empresa.

Existem dois tipos de a¢des. as ordinarias e as preferenciais.
As agoes ordindrias sdo representadas pela sigla ON. Estas agdes ddo aos acionistas, aqueles que detém a

posse das acdes, o direito de voto nas assembleias dentro da empresa e a participacdo ndo preferencial nos
resultados das empresas.

As agbes preferenciais, sd3o representadas pela sigla PN. e concedem prioridades aos acionistas.
Nesse caso. os acionistas possuem direito nos dividendos e no reembolso do capital da empresa, porém ndo
possuem o direito de voto nas assembleias.

5.1 CODIGO DAS ACOES

E importante que o produtor rural saiba como funciona os codigos das agbes, uma vez que existe
uma grande comercializagdo de a¢des nos mercados financeiros.

Existem basicamente dois tipos de agdes, as ordindrias e as preferenciais. As a¢des ordindrias sio
representadas pela sigla ON. Estas acdes dio aos acionistas, aqueles que detém a posse das acdes, o direito
de voto nas assembleias dentro da empresa e a participagio ndo preferencial nos resultados das empresas.

Ja as agBes preferenciais, sdo representadas pela sigla PN, e concedem prioridades aos acionistas.
Nesse caso. os acionistas possuem direito nos dividendos e no reembolso do capital da empresa, porém nio
possuem o direito de voto nas assembleias. As agdes preferenciais se subdividem em classes A, B. C e D.
Neste caso as classes também sdo representadas por siglas sendo PNA, PNB. PNC e PND. Para maiores
detalhes de cada classe é fundamental consultar a empresa. pois cada empresa em especifico pode tratar
essas classes de maneira diferenciada.
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No mercado financeiro essas acdes sdo negociadas na Bolsa de Valores. Ao fazer uma pesquisa do
valor de uma acdo de uma determinada empresa. encontra-se a a¢do correspondente em codigos. Os codi-
gos possuem 4 letras maiusculas que formecem abreviadamente o nome da empresa, mas essa quantidade
de letras pode variar conforme a empresa queira, e o niimero que representa o tipo da acdo.

. O nimero 1 representa o direito de subscri¢io de uma agdo ordinaria, onde subscrigio significa E o
direito de preferéncia do acionista para adquirir novas agdes de uma companhia. numa dada porcenta-
gem das que possuir. Exemplo é o codigo PETRI. referente ao direito de subscricdo da acdo ordina-
ria da Petrobras PETR3;

e O ntimero 2 representa o direito de subscricio de uma agdo preferencial. Exemplo é o codigo
BBDC2, referente ao direito de subscri¢do da ac¢do preferencial do Banco do Bradesco BBDC4;

. O niimero 3 representa as acdes ordindrias de uma empresa. Exemplo é o codigo NATU3, referente a
empresa Natura Cosméticos S.A:

. O numero 4 representa as agdes preferenciais de uma empresa. Exemplo ¢ o codigo BBDC4, referen-
te as agoes do Banco Bradesco;

. O nimero 5 representa as agdes preferenciais de classe A de uma empresa. Exemplo é o codigo VA-
LES, referente a empresa da Vale:

. O nimero 6 representa as acdes preferenciais classe B de uma empresa. Exemplo € o codigo CPLEG6,
referente 4 empresa Companhia Paranaense de Energia:

. O nimero 7 representa as a¢des preferenciais de classe C. Exemplo é o codigo TMAC7 da empresa
Amazonia Cel.;

. O nimero 8 representa as a¢des preferenciais de classe D. Exemplo ¢ o codigo BRGES da empresa
Consorcio Alfa de Administragdo S.A ;

. O numero 9 representa os recibos de subscri¢do das agdes ordinarias. Exemplo é o codigo BRBR-
GEACNPAY9 da empresa Consorcio Alfa de Administragdo S.A:

. O nimero 10 representa os recibos de subscrigdo das acdes preferenciais. Nao € comum encontrar
acdes usando esse nimero em seus codigos:

. O niimero 11 ndo representa nenhuma regra especifica para a acdo ser negociada. Este nimero repre-
senta os recibos de agdes de empresas estrangeiras negociadas na bolsa brasileira. Também represen-
tam os ativos compostos por mais de um tipo de a¢do. Ndo é comum encontrar agdes usando esse ni-

mero em seus codigos.

6 O QUE SAO OPCOES?

Contratos que concedem o direito, mas ndo a obrigacdo de comprar (op¢do de compra), ou vender
(op¢do de venda) determinado ativo financeiro. Sendo ativo financeiro qualquer coisa que possa gerar um
fluxo monetirio.

Existem alguns tipos de op¢des nos mercados.

«  Opgio europeia é a op¢do na qual o titular de uma op¢do s6 pode exerce-la na data de vencimento.

. Opgdo Americana € a opgdo na qual o titular de uma opg¢do pode exercé-la a qualquer momento até a
data de vencimento.

«  Opeao Barreira ¢ quando a op¢io pode surgir ou perder o valor consoante, e o ativo subjacente atinja
algum valor pré-fixado antes da expira¢do.

. Op¢do Asiatica, o preco dessas opedes depende de algum tipo de média (aritmética, geométrica, por
exemplo).
. Opeao Lookback, o preco dessas opcdes depende do prego maximo ou minimo do ativo subjacente.
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6.1 LETRAS E NUMEROS DE UM OPCAO

Na pritica, muitos contratos de opcdes sdo classificados de acordo com os ativos financeiros neles
descritos. Neste caso, por exemplo, tanto para uma opgdo de compra. quanto para uma opcdo de venda, as
informagdes sobre os detalhes do ativo financeiro, prego de exercicio da op¢do, sendo o preco de exercicio
o valor pago pelo ativo financeiro, e a data do vencimento do contrato devem estar descritos no contrato de
opgao.

Para este exemplo, considere a opcdo PETRF25 da empresa Petobras. As quatros primeiras letras
representam o tipo de agdo, porém a quinta letra representa se a op¢do € do tipo venda ou compra e qual o
vencimento da opgdo. E no final os nimeros vio definir o prego estabelecido no contrato de op¢do para
exercer o direito de compra ou venda. Usando essas descricoes fica evidente de qual tipo de ativos finan-
ceiros estd sendo aplicados na forma de opg¢des, no exemplo os ativos sdo agdes estatais da empresa Petro-
bras. Entdo em resumo a opgdo PETRF2S, refere-se a PETR acdo ordinaria da empresa Petrobras, a letra F
significa que a opcdo € do tipo compra com vencimento em junho e o nimero 25 define o prego de exerci-
cio da op¢do, porém nem sempre esse nimero no contrato € exatamente o preco de exercicio, no exemplo
acima o preco de exercicio é de RS 25.00.

Para saber 0 més de vencimento representado pela letra F € necessario consultar uma tabela referente
as opgdes de compra. Essa tabela pode ser facilmente encontrada no site da BM&FBovespa.

7 O QUE E UMA CORRETORA?

Corretora € um 6rgido que comercializa titulos e valores mobilidrios e opera a compra e venda de
acoes nas bolsas de valores. Na corretora os profissionais irdo te orientar a fazer um melhor investimento
para que haja um retomo certo. E preciso escolher bem sua corretora, obtenha informagdes de outros acio-
nistas e fique atento as aplicacdes do seu dinheiro.

8 POSSO INVESTIR NA BOLSA PELA INTERNET?

O produtor rural pode investir em agdes pela internet, comprar opgdes e aplicar dinheiro na bolsa de
valores. As corretoras oferecem servigos online pela internet, onde o produtor rural é capaz de comprar ou
vender acdes e opgdes e aplicar dinheiro em algum fundo monetirio pela internet. Ndo € necessario que o
produtor rural se desloque até uma agéncia de corretoras. € possivel fazer todo a aplicagdo com seguranga
pela internet.

9 FORMAS DE INVESTIR

E possivel investir em agdes de empresas através de uma corretora, pode-se também, aplicar dinheiro em
fundos que buscam retornos em alguns setores do mercado, neste caso € possivel aplicar inicialmente pe-
quenos valores. Investir em compra de opgdes, que the dio direito de comprar ou vender determinado ativo
financeiro, neste caso o titular do contrato de op¢do deve ficar atento aos valores do ativo no mercado para
ndo haver grandes prejuizos.

10 MERCADOS EM QUE SE PODE OPERAR

Existem alguns mercados que o produtor rural pode operar. A Bolsa de Valores oferece virias for-
mas de se negociar e possui um sistema rico em informagdes atualizadas em tempo real. A bolsa garante
elevados padrdes de cumprimento dos negécios realizados diariamente, oferecendo mecanismos de negoci-
agdo de interesse piiblico.



10.1 MERCADO A VISTA

Neste mercado a entrega dos ativos vendidos acontece no 3° dia util depois de feita a negociacdo
juntamente com o pagamento da transacdo. Essa liquidagio € processada pela Companhia Brasileira de Li-
quidagdo e Custodia = CBLC, que é uma empresa responsavel pela compensacdo, liquidacdo e controle de
risco das operacdes realizadas na Bolsa de Valores.

10.2 MERCADO A TERMO

As operagdes neste mercado se dio em um prazo de trinta, sessenta ou noventa dias. Para operar no
mercado a termo € requerido um limite minimo para ocorrer a transa¢ao de valores na Companhia Brasilei-
ra de Liquidagdo e Custodia tanto pelo vendedor e pelo comprador. Esse valor minimo requerido funciona
como uma operagdo de seguro. No mercado a termo, o contrato pode ser liquidado antes da data de venci-
mento.

10.3 MERCADO DE ACOES

No mercado de agdes ¢é realizado compra ou venda de uma quantidade de agdes por um preco ja fixa-
do, para ser liquidado na data estipulada. Neste mercado as transaces sio feitas na bolsa de valores, onde o
€ possivel comprar ou vender cotas de acdes que representam uma menor parcela de parte de um capital
maior de empresas que possuem capital aberto para investimentos. Os detentores das agdes serdo chamados
de acionistas e terdo deveres e direitos de um sécio.

10.4 MERCADO DE OPCOES

Aopcioeumconﬂahoqueommduadqunreaopagarumvalorundmhﬂm,quelhedarodu'eno
de comprar ou vender algum tipo de ativo financeiro de outro investidor. O possuidor da opdo, até a data
de vencimento do contrato podera exumu*lopo;io caso ela for do tipo americana, caso seja do tipo euro-
peia somente podera exercer o contrato na data final do contrato de op¢do. As opgdes europeias e america-
nas sdo as mais comercializadas na bolsa de valores. A vantagem dos mercados de opgdes € que titular do
contrato ndo precisa necessariamente exercer a opgdo, ja quem langou a op¢do deverd concluir a transagio
de compra ou venda caso 0 possuidor da opgdo opte por exerce-la.

11 QUE TAXAS SERAO COBRADAS AO FAZER UM IN-
VESTIMENTO NA BOLSA?

corretora para outra. Noelsodntaxadeeonetaganeovalacobmdopeh corretora para fazer com que
seu dinheiro seja investido no mercado. A taxa de custodia é o valor cobrado pela bolsa de valores
BM&FBOVESPA para assegurar os investimentos, valor esse também que pode variar de acordo com a
corretora contratada.

12 QUAIS SAO OS RISCOS DE INVESTIR NA BOLSA?

Em qualquer transa¢do nos mercados existe a possibilidade de riscos. Quando lidamos com investi-
mentos em agdes, op¢des. fundos e entre outros, estamos sujeitos as flutuagdes de precos dos mercados. ou
seja, por exemplo, se uma emprega comega a perder prestigio no mercado seus ativos financeiros comegam
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a declinar o valor. Caso vocé tenha algum investimento nesta empresa, correri o risco da perda de dinheiro
investido.

13 FIQUE DE OLHO NA VOLATILIDADE

Na drea de finangas, a volatilidade ¢ uma medida de dispersdo dos retornos de um determinado ativo
financeiro. Por exemplo, se uma a¢do varia num curto periodo de tempo. maior vai ser o risco de ganhar ou
perder dinheiro ao se negociar essa agdo. A volatilidade € usada para mostrar a intensidade em que um ati-
vo financeiro muda seu valor, se para mais, ou se para menos. em um determinado periodo de tempo obser-
vado.

O produtor rural deve ficar atento as oscilagdes de um determinado ativo financeiro. ou seja. se sua
volatilidade estiver muito alta ou baixa ¢ certo que as mudangas de valores serdo frequentes, tanto para ci-
ma quanto para baixo, Matematicamente quanto mais alta for o valor da volatilidade € de se esperar uma
alta nos precos dos ativos, porém da mesma forma que a volatilidade aumenta bruscamente, podera tam-
bém ter uma queda rapida fazendo uma oscilacio nos precos.

14 EXEMPLO DE INVESTIMENTO REAL

Considere a acdo PETR da empresa Petrobras, com vencimento J em outubro e com nimero 9, neste
caso 0 nimero 9 ndo representa o prego de exercicio da opcdo PETRJ9. De acordo com a BM&FBovespa o
preco de exercicio dessa opcdo estd em RS 15,00. Esses dados se referem ao dia 27 de setembro a 14 de
outubro de 2016.

O contrato de op¢do PETRJY da o direito de comprar a agao preferencial PETR4 da Petrobras a um
preco de exercicio de RS 15.00. No dia 27 de setembro a acdo esta valendo RS 12.88. Cada contrato de op-
¢do PETRI9 da o direito de comprar uma acdo PETR4 por RS 15.00. O valor para adquirir o contrato de
opgiao PETRJ9 no més de setembro esta em RS 0,08. No dia 14 de outubro o contrato de op¢do esta valen-
do RS 1.29. Teve um aumento de aproximadamente 1500%. Nesse inicio de outubro o valor da acdo PE-
TR4 esta cotada em RS 16.45. Momento favordvel para exercer a opgdo.

Suponha que um produtor rural tenha em mios apenas RS 1000,00. No més de setembro o produtor
adquire o contrato PETRJ9 a RS 0.08. podendo comprar 12500 contratos que lhe dio o direito de comprara
agdo PETR4 a RS 15.00. Cada contrato da direito de comprar apenas uma tnica a¢do. Com os contrato em
mios o produtor rural ja poderia exercer a op¢do, pois a acdo da Petrobras no mercado estd valendo RS
16.45. Porém, caso o produtor rural ndo tenha mais dinheiro para comprar 12500 acdes a RS 15,00 cada. e
podendo posteriormente vender a um valor de RS 16.45 cada, seria interessante olhar apenas para o valor
do contrato de op¢do. Como o contrato de op¢io subiu 1500%, enquanto em cada agdo o produtor teria um
lucro de aproximadamente 9%. E melhor vender os 12500 contratos adquiridos a RS 0.08 cada por RS
1,29. Dessa forma, o produtor vai obter um montante de R$ 16125,00. Descontando os RS 1000,00 investi-
dos sobra um lucro de RS 15125,00.

Entdo ¢é observado que nao precisa de muito dinheiro para poder investir nos mercados., esse foi ape-
nas um unico exemplo, mas existe outras formas de investimentos com bons retomos. E necessario apenas
uma pequena atencdo aos mercados, esse trabalho pode ser feito pelas corretoras de investimento.

Com um retorno desse ¢ possivel se aplicar o capital adquirido em outras atividades na producdo rural, sen-
do assim uma alternativa de renda.

15 MAIS INFORMACOES

Para o produtor rural comecar investir agora, é necessario estipular em qual tipo de mercado se dese-
ja entrar, ou seja. em que deseja investir dinheiro? E de quanto vocé deseja investir?

Procure uma corretora e converse sobre seus interesses. O site da BM&FBovespa, cujo site é
http://www.bmfbovespa.com.br/pt_br/, tem virias informagGes especificas sobre investimentos. Neste site
da Bolsa de Valores € possivel encontrar uma lista extensa de corretoras, no qual o produtor podera filtrar a
busca de acordo com seus interesses de investimentos ¢ fazer o melhor investimento possivel.
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