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RESUMO

Este trabalho relaciona a utilizacao da Modelagem Matemética no processo de ensino-
aprendizagem das fungoes exponenciais e logaritmicas nos primeiros anos do ensino Su-
perior, com possibilidades de aplicacdo no Ensino Médio. Inicialmente, relacionou-se a
importancia das fungoes supracitadas na descricao de fendmenos das ciéncias em geral.
Em seguida, ap6s anélise sobre os livros didaticos, detectou-se deficiéncias em relagao a
contextualizacdo do estudo das referidas fungoes nestes livros. Para propor sequéncias
didaticas que auxiliassem a suprir as lacunas desta contextualizacao utilizou-se a Mode-
lagem Matematica, com auxilio do software GeoGebra. Para analisar a utilizagao das
sequéncias didaticas propostas, foi escolhida a Engenharia Didatica como metodologia de
pesquisa. Finalmente, apos planejadas as sequéncias didaticas, as intervencoes didaticas
foram realizadas, tendo como publico-alvo um grupo de estudantes do curso de Bachare-
lado em Ciéncia e Tecnologia do Campus Mucuri da Universidade Federal dos Vales do
Jequitinhonha e Mucuri. Ao final das intervengoes, questionarios e relatos produzidos fo-
ram analisados, em relagdo ao cumprimento do objetivo inicial da pesquisa. Constatou-se
ao final das andlises dos resultados obtidos, um progresso expressivo dos estudantes em

relacdo a compreensao da utilizagao das fungoes supracitadas nas ciéncias.

Palavras chave: Modelagem Matematica. Engenharia Didatica. Ensino-aprendizagem.

Fungoes exponenciais e logaritmicas. GeoGebra.






ABSTRACT

This work relates the use of Mathematical Modeling in the teaching-learning process of
exponential and logarithmic functions in College Education, With possibilities of appli-
cation in High School. The importance of the above-mentioned functions in phenomenas
description in general was initially related. Then, after analyzing the textbooks, deficien-
cies were detected in relation to the contextualization of the study of these functions in
these books. In order to propose didactic sequences that helps to fulfil the gaps of this
contextualization, Mathematical Modelling with the help of software GeoGebra was used.
In order to analyze the use of the proposed didactic sequences, Didactic Engineering was
chosen as a research methodology. Finally, after the didactic sequences were planned, the
didactic interventions were carried out targeting a group of students from the Bachelor’s
Degree in Science and Technology of the Mucuri Campus of the Federal University of the
Jequitinhonha and Mucuri Valleys. At the end of the interventions, the questionnaires
and reports produced were analyzed in relation to the accomplishment of the initial ob-
jective of the research. At the end of the analysis of the reports and questionnaires, a very
significant progress was made by the students in understanding the use of these functions

in the sciences.

Keywords: Mathematical Modeling. Didactic Engineering. Teaching-Learning. Expo-

nential and Logarithmic Functions. GeoGebra.
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1 INTRODUCAO

A Matemadtica enquanto ciéncia desenvolveu-se gradualmente as necessidades
intelectuais e praticas da sociedade. O crescimento desta ciéncia teve como um dos seus
precursores o pensamento de Euclides que visava a construcao logica e axiomatica da
Geometria. Em seguida, o avango desta ciéncia fomentou-se pelas invengoes praticas de
Arquimedes, que preferia a Matematica Pura a Aplicada. As ciéncias exatas também
tiveram verdadeira protecao, ampliacao e divulgacao do conhecimento dados pelos arabes
durante a Idade Média. Estes fatos mostram que o impulso das grandes construgoes
cientificas foram os problemas de natureza tanto intelectual quanto praticas, como é visto
em Boyer (2012).

Conforme os desafios matematicos foram surgindo, novas teorias foram cons-
truidas para auxiliar o contorno de um problema especifico e posteriormente estas novas
construcoes foram utilizadas para problemas similares, ou muitas das vezes totalmente
diferentes no principio, como foi o caso dos logaritmos antes usados apenas como auxilio
para calculos procedimentais e hoje utilizados em diversas aplicagcoes importantes como
modelos de crescimento populacional, como é citado em Lima (2013), Beltrao e Igliori
(2010) e Tatsch e Bisognin (2007).

Relacionadas aos logaritmos ha a funcao logaritmica e a sua fungao inversa, a
funcao exponencial, as quais sao importantes nas ciéncias exatas, sociais, médicas e muitas
outras, ja que varios fenomenos necessitam de tais func¢oes na sua analise e compreensao
como podemos ver em Lima et al. (2010). Contudo, para que as pessoas que trabalham
com a Ciéncia, ou as que necessitam dos seus conhecimentos em algum momento, possam
aprender de alguma forma como manipular e compreender tais fungoes elas precisam
estuda-las. O meio usual para que a aprendizagem ocorra sao as institui¢oes de ensino
e, desta forma, este trabalho partiu de indagagdes sobre como o processo de ensino-
aprendizagem das fungoes supracitadas esta acontecendo no Brasil.

Para analisar como estd o ensino destas func¢oes e propor intervengoes que
introduzam melhorias neste processo foi escolhida a metodologia de pesquisa denominada
Engenharia Didatica, encontrada em Artigue (1996), Brousseau (1996), Carneiro (2005)
e Fonseca (2012).

Para Almouloud e Da Silva (2012) a nocdo de Engenharia Didética (classica
ou de primeira gera¢ao) iniciou-se na didatica da matemédtica no inicio dos anos 1980.
Primeiramente em 1982 por Yves Chevallard e Guy Brousseau, depois, em 1989, por Mi-
chele Artigue. A Engenharia Didatica foi apresentada como uma metodologia de pesquisa
suscetivel de fazer aparecer fendmenos didaticos em condi¢oes mais proximas possiveis do
funcionamento de uma sala de aula classica.

A Engenharia Didatica que visa unir a pesquisa a pratica tem como foco o

ensino de Matemaética, segundo Carneiro (2005), abrangendo quatro etapas: Andlises
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Prévias, Concepcao e Analise a Priori, Experimentagao e Analise a Posteriori e Validacao
da Experiéncia. As quatro etapas descritas anteriormente estdo explicadas no segundo
capitulo deste trabalho.

Durante a fase das analises prévias analisou-se como esta o ensino das fun-
¢Oes exponenciais e logaritmicas na Educacdo Basica. Para esta finalidade foi necessario
investigar os livros utilizados pelas escolas publicas brasileiras provenientes do PNLD
(Programa Nacional do Livro Didatico). A alocagdo de uma colegao de livros neste pro-
grama e sua posterior escolha por uma equipe escolar obedecem diretrizes como a LDB
(Lei de Diretrizes e Bases da Educacgao, Lei n® 9394 de 1996) (BRASIL, 1996), os PCN’s
(Parametros Curriculares Nacionais) (BRASIL, 1997) e o PPP (Projeto Politico Pedagé-
gico) de cada unidade escolar.

O material e os métodos utilizados pelo docente durante o processo de ensino-
aprendizagem das fungoes exponenciais e logaritmicas é influenciado diretamente pelos
livros didaticos que o mesmo utiliza, ja que estes livros estao presentes em quase todas as
escolas publicas do territorio nacional e muitas vezes sao a tnica fonte de pesquisa para
os professores e estudantes.

Em Masetti e Pires (2014) os autores analisaram como as fungoes exponenciais
e logaritmicas sdo abordadas em livros didaticos de Matematica, oferecidos as escolas
brasileiras pelo Programa Nacional do Livro Didatico — PNLD, no Ensino Médio de 2015
e como ¢ proposta a construcgao, sistematizagdo e consolidacao de conhecimentos nesses
manuais, notando uma preferéncia dos autores por exercicios procedimentais repetitivos
e estudo mecanizado das propriedades das poténcias e dos logaritmos.

Nos PCN’s do ensino médio a necessidade da Matematica auxiliar o desenvol-
vimento das Ciéncias da Natureza é explicitada, levando em conta a contextualizacao e a
utilizagdo da Matemética como linguagem de construcao das Ciéncias (BRASIL, 2002).

Seguindo esta linha de raciocinio, Oliveira (2014) analisou a contextualizagao
das fungoes exponencial e logaritmica nos livros didaticos do ensino médio e detectou que
embora varios livros didaticos motivem o ensino das fungoes exponenciais e logaritmicas
através da contextualizagdo, muitos promovem a contextualizacdo de forma equivocada.

O fato da contextualizacao do estudo das fungoes supracitadas nao ser traba-
lhada corretamente durante o ensino médio acarreta dificuldades de aprendizagem para os
estudantes da Educacao Bésica que seguem para o Ensino Superior. Em Da Silva, Jardim
e Carius (2016) sao explicitadas algumas dificuldades, dos estudantes, encontradas nos
primeiros periodos do Bacharelado em Ciéncia e Tecnologia (BC&T) da UFVJM, Cam-
pus do Mucuri. Por este motivo, escolheu-se como publico-alvo da pesquisa estudantes
dos primeiros semestres de um curso superior voltado para as Ciéncias Exatas.

Durante a fase de analise a priori e concepcao da pesquisa foi proposta a
utilizacao da Modelagem Matemaéatica no processo de ensino-aprendizagem das fungoes

exponenciais e logaritmicas em uma turma recém chegada do Ensino Médio que estava
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nos primeiros semestres do BC&T da UFVJM campus do Mucuri.

Como proposta de contextualizagao do ensino, foi escolhida a Modelagem Ma-
tematica que atua satisfatoriamente neste fim, pois a sua aplicacao pressupoe a interdis-
ciplinariedade, ou seja, propoe aliar a matematica as outras ciéncias para que atue como
instrumento de compreensdao e de eventuais modificacoes da realidade, de acordo com
Bassanezi (2014).

Este trabalho visa apresentar algumas aplicagoes das fungdes exponenciais
e logaritmicas em problemas de crescimento e decaimento, bem como os mecanismos
de modelagem computacional destas func¢oes, com aporte de equagoes diferenciais e de
diferencas, propiciando uma proposta relevante para os estudantes dos primeiros semestres
de um curso superior em Ciéncias exatas e tecnologicas.

E importante ressaltar que feitas as devidas adaptacoes, como utilizacio de
equagoes de diferencas, passiveis de serem utilizadas no ensino médio e nao uso das equa-
¢oes diferenciais, a proposta deste trabalho pode ser explorada na Educagao Béasica.

De acordo com as indagacoes e relatos, vistos anteriormente, as seguintes hi-

poteses foram levantadas:

A) A utilizagdo de computadores, com o software GeoGebra como recurso didético, fo-

menta as possibilidades de visualizacao, calculo e interpretacao;

B) O estudo das fungoes exponencial e logaritmica, através dos modelos de crescimento

e decaimento, melhora a compreensao destes contetdos;

C) Ha relagao entre o estudo contextualizado das fungdes exponenciais e logaritmicas e

a aplicagao do contetido aprendido em situagoes reais, pelos discentes;

Para descrever melhor a pesquisa realizada, este trabalho sera dividido em ca-
pitulos. Esta Introducao compde o primeiro capitulo e no segundo capitulo a metodologia
de pesquisa Engenharia Didatica sera elucidada e algumas experiéncias no processo de
ensino serao relatadas.

O terceiro capitulo abordara a primeira etapa da Engenharia Didatica, as ana-
lises prévias, levando em consideracao a analise sobre fung¢oes exponenciais e logaritmicas.
Serao mostradas as definicoes e as caracterizagoes destas relagoes funcionais, vide Lima
et al. (2012a) e Lima (2013).

Também no terceiro capitulo, ainda em relagao as analises prévias, serd levado
em conta como os estudantes do Ensino Médio estudam as fungoes logaritmicas e expo-
nenciais. Esta andlise leva em conta que os discentes alvos da pesquisa, 18 estudantes
que aceitaram espontaneamente o convite, estavam nos semestres iniciais do BC&T e ha-
viam estado no ensino médio ha menos de trés anos em média, como foi constatado por

conversas iniciais.
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O quarto capitulo mostrara a fase de analise a priori e construcao das ativida-
des do projeto, onde inicialmente serao introduzidos topicos sobre a Modelagem Matema-
tica abordando as equagdes diferenciais e de diferengas, vistos em Bassanezi e Ferreira Ju-
nior (1988), Bassanezi (2014) e Zill (2003). Posteriormente serao relacionados os modelos
de crescimento e decaimento que serao utilizados nas agoes didaticas,segundo Bassanezi
(2014). Neste capitulo serd apresentado o processo de construgdo e planejamento das
rotinas didaticas com o auxilio das TIC’s (Tecnologias da Informagao e Conhecimento),
na forma do software GeoGebra, ja que a utilizacao de tais recursos é um grande auxilio
no processo de ensino-aprendizagem, segundo Borba (2007).

No quinto capitulo, a experimentacao realizada com discentes do BC&T da
UFVJM Campus Mucuri sera detalhada. Serao apresentadas e discutidas as interacoes
dos estudantes com os modelos produzidos no GeoGebra, tanto na visualizacao, quanto
na construgao dos mesmos.

No sexto capitulo os resultados das Andlises a Priori e a Posteriori da Enge-
nharia Didatica serao comparados, mostrando as caracteristicas que apresentam a rele-
vancia dos modelos de crescimento e decaimento no processo de ensino-aprendizagem das
fungoes exponencias e logaritmicas. Finalmente, apds intensos estudos e discussoes dos
resultados obtidos, a experiéncia sera validada.

Por fim, no sétimo e ultimo capitulo serao feitas as consideragoes finais sobre

os estudos realizados e as perspectivas futuras.
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2 A ENGENHARIA DIDATICA

Durante a fase de estudos que antecedeu a confeccao desta dissertacao, fo-
ram diagnosticadas algumas discrepancias em relacdo ao que foi proposto no ensino das
Fungoes Exponenciais e Logaritmicas, para o Ensino Médio, pelos PCN’s Brasil (2002).
Estas discrepancias acarretam defasagens de aprendizagem para os alunos ingressantes
nos primeiros anos do ensino superior, principalmente em cursos envolvendo as ciéncias
exatas, segundo Jardim et al. (2015).

A analise, que suscitou o percebimento destas faltas, esta presente na subsecao
deste trabalho que trata das fungoes exponenciais e logaritmicas nos livros didaticos do
PNLD (Programa Nacional do Livro Didatico). Nesta investigagao detectou-se, nos refe-
ridos livros didéticos distribuidos pelo PNLD, a falta ou inadequacgao de contextualizagao,
segundo Oliveira (2014).

Apés anélises de trabalhos como Carneiro (2005), Fonseca (2012), Jardim et
al. (2015) e Pereira, Da Silva e Jardim (2017) optou-se em utilizar a Engenharia Dida-
tica como metodologia de pesquisa de forma que auxiliasse no estudo das possibilidades
para melhoras na aprendizagem, pois, como cita Pais (2015), a principal vantagem da
Engenharia Didética é aliar a pratica pedagdgica com a pesquisa. Além disso, o interesse
pela utilizacao de tal metodologia durante o processo de investigagdo é motivado pela
dualidade entre as dimensoes tedrica e experimental do saber.

Segundo Pais (2015), as técnicas tradicionais que utilizam questionérios, ob-
servagoes diretas, entrevistas, andlises de livros, andlise documental, nao suprem a com-
plexidade do fendmeno didatico. O autor ainda afirma que esses instrumentos sao validos,
no universo de suas proprias limitacoes, mas que nao tém a especificidade necessaria para
interpretar a dimensao do aspecto cognitivo em nivel da aprendizagem escolar. Final-
mente, o autor reitera que a utilizacado da Engenharia Didética reforca a confiabilidade
da pesquisa e sua potencialidade se deve a defesa do vinculo com a realidade da sala de
aula.

Para Aratjo e Igliori (2009), nesta metodologia de pesquisa tem-se um método
qualitativo de pesquisa que utiliza a abordagem comparativa baseada em uma validacao
interna, ou seja, nao utiliza métodos comparativos da Estatistica Classica. O fato desta
metodologia ser de validacao interna ¢é propicio para o trabalho com uma amostra redu-
zida de estudantes. No trabalho apresentado nesta dissertagao, a pesquisa contou com a
colaboracao de 18 estudantes.

A formacao da metodologia de pesquisa Engenharia Didética serve para ana-
lisar situacoes didaticas, que sao objeto de estudo da Didatica da Matemaética. FEsta
metodologia tem sido mais utilizada na orientacao de pesquisas que fazem referéncia a
didatica da matemaética, que por sua vez, é formada em parte pelos conceitos como a

Teoria dos Obstéaculos epistemologicos de Bachellard e a Teoria das Situacoes Didaticas
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de Brousseau, segundo Machado (1999).

A expressao Engenharia Didatica faz alusao ao trabalho de um engenheiro
que, para realizar um projeto, se apoia em conhecimentos cientificos de sua area, aceita
submeter-se a um controle de tipo cientifico, mas ao mesmo tempo se vé obrigado a
trabalhar objetos bem mais complexos do que os objetos depurados da ciéncia e, portanto,
enfrentar, com todos os meios que dispoe, problemas que a ciéncia nao quer ou nao pode
levar em conta, de acordo com Artigue (1996).

Quando se utiliza a Engenharia Didética é necessario controlar sistematica-
mente a pratica da pesquisa para que se preserve as condigdes de confiabilidade da ati-
vidade cientifica, através da utilizacdo de métodos bem fundamentados. A Engenharia
Didatica se constitui em uma forma de sistematizar a aplicacdo de um determinado mé-
todo na pesquisa didética, como é visto em Pais (2015).

A autora, em Artigue (1996), caracteriza a Engenharia Didatica como um
esquema experimental baseado em realizagoes didaticas em classe, onde o pesquisador
trabalha sobre a concepcao, a realizagao, a observagao e a analise de sequéncias de ensino.

Apos andlises de trabalhos de Artigue (1996), Carneiro (2005), Fonseca (2012)
e Pais (2015) tem-se um referencial explicativo sobre as fases da Engenharia Didética
que sao apresentadas em quatro etapas: Analises Prévias, Concepcao e Andlise a Priori,
Experimentacao e Analise a Posteriori e Validacao da Experiéncia. Estas etapas serao
explicitadas a seguir, bem como a delimitacao do que foi feito durante a pesquisa seguindo

esta organizacdo em fases.

Analises Prévias

Na etapa de andlises prévias é escolhido um quadro teérico sobre o qual o
pesquisador fundamenta seu trabalho. Nesta etapa se fazem as inferéncias, como o le-
vantamento das constatacoes experimentais, a caracterizacao das concepgoes dos sujeitos
envolvidos e a andlise das condi¢oes da realidade sobre a qual a experiéncia serd reali-
zada. Durante esta fase é aconselhavel descrever inicialmente as principais dimensoes que
participam da constitui¢do do objeto de estudo e que definem o fenémeno a ser estudado,
tais como a epistemoldgica, cognitiva e pedagégica, de acordo com Pais (2015).

Para Carneiro (2005), as andlises prévias sao estruturadas, com a finalidade
de averiguar o funcionamento do ensino habitual do contetido para, em seguida, propor
uma intervengao que modifique para melhor a sala de aula usual. Nesta analise os efeitos
do ensino tradicional sao analisados, levando em conta as concepgoes dos estudantes e as
dificuldades e obstaculos que marcam a evolugao da aprendizagem. Neste ponto as falhas
encontradas sao o ponto de partida para determinar condi¢oes possiveis de melhoras no
processo de ensino-aprendizagem.

Em Artigue (1996) e Carneiro (2005) tem-se a distingdo das trés dimensoes

das andlises prévias: A dimensao epistemoldgica ou do saber, a dimensao didatica ligada
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ao funcionamento do sistema de ensino e a dimensao cognitiva ligada ao publico-alvo do
processo de ensino-aprendizagem.

Durante a investigacao, na pesquisa relatada nesta dissertacao, a dimensao
epistemoldgica analisada tratou das Fung¢oes Exponenciais e Logaritmicas, seus conceitos,
caracteristicas e definigoes inerentes. Esta andlise esta apresentada no terceiro capitulo
deste trabalho.

A andlise da dimensao didatica foi voltada inicialmente para os PCN’s (Para-
metros Curriculares Nacionais) do Ensino Médio, (BRASIL, 2002), onde verificou-se as
indicagoes para o ensino da Matematica durante esta etapa do ensino regular brasileiro.
Em seguida, analisou-se os trabalhos de Masetti e Pires (2014) e Oliveira (2014), onde
os autores verificam como o conteudo referente as Fungoes Exponencial e Logaritmica
estd representado nos livros didaticos do PNLD (Programa Nacional do Livro Didatico).
A escolha pela analise destas obras foi motivada pela utilizacdo dos livros didaticos do
programa em todo o territério nacional, o que influencia o trabalho dos profissionais da
Educacao que muitas vezes utilizam este material como tnica fonte bibliografica. Esta
investigacao estd relatada também no terceiro capitulo.

A anélise da dimensao cognitiva investigou as impressoes e ideias dos estu-
dantes, publico alvo da pesquisa, em relacao ao conteido a ser trabalhado. Durante a
pesquisa esta etapa foi realizada na Aula 01, onde os cursistas participantes responderam
a Entrevista Introdutéria e a Entrevista Exploratéria. As discussoes e os levantamentos

destas entrevistas estao relacionados no quinto capitulo deste trabalho.

Concepcao e andlise a priori

Nesta fase define-se as variaveis de comando que, em tese, interferem no feno-
meno. As varidveis escolhidas serao trabalhadas e investigadas durante a aplicacao das
sequéncias didaticas, de acordo com Pais (2015).

Em Artigue (1996) tem-se a distin¢ao entre as varidveis locais que dizem res-
peito ao planejamento especifico de uma sessao da sequéncia didatica e as variaveis gerais
que sao dependentes do contetido trabalhado. As primeiras variaveis sao relativas ao pro-
blema em si e as segundas varidveis associadas ao meio que estrutura o fenémeno. O
objetivo da analise a priori é determinar quais sao as variaveis escolhidas sobre as quais
se torna possivel exercer algum controle, relacionando o contetido estudado com as ativi-
dades que os estudantes podem desenvolver para a apreensao dos conceitos em questao
(PAIS, 2015).

Nesta fase da Andlise a priori, segundo Artigue (1996), é necessario descrever
as escolhas efetuadas, definindo variaveis de comando globalmente e descrever cada ati-
vidade proposta localmente. As varidveis globais da pesquisa relatada nesta dissertacao
foram: melhoras no ambiente de aprendizagem, utilizacdo de outros recursos didaticos

além da exposicao oral e escrita em lousa, incentivo da aplicacao do contetido estudado
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em situagoes reais, incentivo a criacdo de autonomia pelos discentes na criagao de modelos.

Em seguida partiu-se para o Plano de A¢oes definindo as escolhas locais. Este
plano se apresenta como sequéncias didaticas envolvendo modelos de crescimento e decai-
mento aplicados ao ensino das fungdes supracitadas. Estas agoes, segundo Artigue (1996),
ajudam a prever os comportamentos dos alunos para que haja o controle das rela¢oes entre
o sentido das suas realizagoes e as situagoes didaticas propostas.

As variaveis locais podem ser entendidas como as hipoteses da pesquisa e a
partir desse ponto elas nao podem ser muito amplas, a ponto de colocar em risco o
processo de aprendizagem, a longo prazo. E necessdrio que elas sejam passiveis de andlise
pois serao confrontadas durante a experimentacao. No final sera verificada a validade
destas hipdteses (CARNEIRO, 2005).

Em relacao as variaveis locais, foram consideradas as fungoes exponenciais e
logaritmicas, trabalhadas em trés momentos distintos.

No primeiro momento, os discentes assistiram a uma aula tedrica, com expo-
sicao oral e auxilio da lousa, sobre as defini¢oes e caraterizacoes das fungoes exponencias
e logaritmicas. Ainda nesta etapa, os discentes também foram expostos a uma introdu-
¢ao sobre modelagem matematica, em especial sobre a utilizacao de equagoes diferenciais
e de diferencas.

No segundo momento, os estudantes observaram e construiram, acompa-
nhando as agoes do pesquisador, as representagoes dos modelos de decaimento e cresci-
mento utilizando o software GeoGebra.

No terceiro momento, os discentes construiram, no GeoGebra, as represen-
tagoes dos modelos de crescimento e decaimento, utilizando o conhecimento adquirido na
construcao dos roteiros, no momento anterior. Nesta etapa, os estudantes também utili-
zaram dados populacionais do site do IBGE, para relacionarem o crescimento de cidades

a fungdes exponenciais.

Experimentacao

Em Machado (1999) é observado que na fase de experimentacao da Engenharia
Didatica deve ocorrer a explicacdo dos objetivos e condig¢oes da execucao da pesquisa
aos estudantes participantes. Deve ser estabelecido o contrato didatico, aplicadas as
sequéncias didaticas e feitos os registros das obervagoes realizadas.

As aulas 01 e 02 serviram como base para o trabalho com os modelos de
crescimento e decaimento . Na aula 01, houve uma apresentacao tedrica sobre conceitos
das fungoes exponenciais e logaritmicas. Na aula 02, houve uma elucidagdo sobre a
modelagem matemaética, com enfoque para uma introdugao sobre equacgoes diferenciais e
de diferencas.

Durante a aplicagdo das sequéncias didaticas do projeto, na Aula 03, o pes-

quisador construiu no GeoGebra, com o auxilio do projetor multimidia, os modelos sobre
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a Lei do resfriamento de Newton, sobre o processo de Eliminacao de alcool ingerido, e o
Modelo de crescimento populacional de Malthus. Estes trés Modelos simplistas resultam
em fungbes exponenciais e necessitam do auxilio das fungoes logaritmicas durante sua fase
de resolucao. Os estudantes acompanharam essas construgoes fazendo-as no GeoGebra.
A descricao deste processo e das respostas aos questionarios propostos encontram-se no
quinto capitulo.

Na Aula 04, os discentes construiram os modelos de Decaimento da concen-
tragdo de drogas no organismo (Modelo similar ao de Eliminagao de dlcool ingerido) e
o modelo de Decaimento Radioativo. Eles utilizaram os conhecimentos adquiridos nas
aulas anteriores sobre modelagem e sobre o GeoGebra. Este processo e as descrigdes das
respostas aos questionarios propostos encontram-se no quinto capitulo.

Na Aula 05 os estudantes utilizaram dados obtidos no site do IBGE (Instituto
Brasileiro de Geografia e Estatistica) e as fungoes de regressao do GeoGebra para projetar
o crescimento populacional de algumas cidades através de curvas logisticas e exponenci-
ais. Ao final desta aula, os estudantes responderam aos questionarios referentes ao que foi
trabalhado durante esta intervencao e sobre os principais pontos, avaliando de forma qua-
litativa o trabalho em geral. A descrigao deste processo e das respostas aos questionarios

propostos encontram-se no quinto capitulo.

Analise a posteriori e validacao

Durante a analise a posteriori é feito o tratamento das informacoes obtidas
durante a aplicacao das sequéncias didaticas na experimentacao. E importante que essa
analise atinja a realidade da producao dos alunos, desvelando seus procedimentos de
raciocinio, segundo Pais (2015).

Como foi explicado, na Engenharia Didatica, a validacao ¢ interna, fundada no
confronto entre a andlise a priori e a andlise a posteriori, segundo Carneiro (2005). Para
Artigue (1996), o confronto destas duas anélises serve para investigar o que foi considerado
nas hipdteses, verificando se houve distor¢des durante o processo.

Para Pais (2015), a validagao dos resultados, obtida pela confrontacao entre os
dados obtidos na andlise a priori e a posteriori, do ponto de vista metodologico, deve ser
feita de maneira consciente para garantir a esséncia do carater cientifico. Enquanto proce-
dimento de pesquisa, a Engenharia Didatica, que se fundamenta em registros de estudos
de casos e cuja validagao é interna, deve estar circunscrita ao contexto da experiéncia
realizada.

A andlise a posteriori, bem como a validagdo da pesquisa relacionada nesta

dissertacao, estao presentes no sexto capitulo deste trabalho.



26



27

3 AS FUNCOES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS, CONCEITOS INE-
RENTES E COMO SAO REPRESENTADAS NOS LIVROS DIDATICOS
DO PNLD

Um passo importante na modelagem matematica de um fendémeno natural
¢ entender como as variagoes ocorrem ao longo do tempo, se as quantidades iniciais
aumentam ou diminuem, ou seja, como as variaveis dependentes se comportam em relagao
as variagoes das varidveis independentes, de acordo com Da Silva (2011).

Com o intuito de descrever um fendmeno natural matematicamente, as fun-
¢Oes exponenciais, ao lado das fungoes afins e quadraticas, descrevem os modelos mais
utilizados em problemas bésicos, como ¢ visto em Lima et al. (2012a).

O problema inicial trata-se de escolher quais fun¢des modelam tal fendmeno
natural, entdo na escolha do instrumento matematico mais pertinente deve-se conhecer
as propriedades caracteristicas de cada fungao, segundo Lima et al. (2012a).

Nos paragrafos seguintes, estas fungoes serdo definidas matematicamente con-
forme Lima et al. (2012a).

Definicao 1 Funcao

Dados os conjuntos A e B, uma fungao f : A — B (lé-se “uma fungao de
A em B”) é uma regra (ou conjunto de instrugoes) que nos diz como associar a cada
elemento z, pertencente ao conjunto A, a um e apenas um elemento y = f(x) pertencente

ao conjunto B.

Definicao 2 Variacdao relativa de uma funcao
Seja f: R — R, definida pory = f(z).
Seja x um ponto qualquer do dominio de f e h um incremento da varidvel x.
Definimos a variagio de f em rela¢io ao incremento h por f(x + h) — f(x).
Denominamos entao, a razao (1) como a taxa de variagdo relativa ou acréscimo

relativo da funcao.

[f(x+h) - f(2)]
/()

(1)

Definicao 3 Funcao Afim
Seja f: R — R, uma fung¢ao mondtona crescente, ou decrescente, entao “‘f é
afim se, e somente se, o acréscimo f(x + h) — f(z), sofrido por f quando se passa de x

para x + h, depende apenas do acréscimo h dado a x mas nao depende do proprio valor

de x”
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Mas, e se houver a necessidade de uma funcao real de variavel real g : R — R,
que seja monétona crescente, ou decrescente, tal que, a variagao relativa (2) dependa

apenas de h, mas nao de x?

lg(x + h) — g(7)]
g9()

Neste caso, as unicas fungdes com estas propriedades sdo as do tipo (3), ou

(2)

seja, sao fungoes do tipo exponencial.

g(x)=b-a" coma>0 (3)

Os valores de a e b, podem ser interpretados em termos de valores de g nos
pontos x =0 ez = 1. Com g(0) =b-a’ =beno ponto z =1, g(1) = b-a' = ¢(0) - a.
Portanto, a = % corresponde a constante pela qual a funcao g é multiplicada em todo
intervalo de comprimento 1.

No final do século XVI o avanco da Astronomia e da Navegagao exigia alter-
nativas praticas e rapidas para os célculos aritméticos, como é visto em Lima (2013). Os
matematicos da época procuravam um processo para reduzir operagoes mais complexas
como potenciacao, radiciagao, multiplicacao e divisao para operacoes mais simples como
adicao e subtracgao.

Para os cientistas, desta época supracitada, os logaritmos serviam como uma
importante ferramenta de aceleracao dos calculos. O trabalho, para quem necessitava de
operar com numeros extensos, deixava de ser tao massivo.

Jost Biirgi (1552-1632), suigo fabricante de instrumentos astronémicos, mate-
méatico e inventor, e John Napier (1550-1617), um nobre escocés, tedlogo e matematico,
publicaram em trabalhos independentes, as primeiras tdbuas de logaritmos. A influéncia
de Napier foi maior devido as suas publicagoes e bom relacionamento no meio universita-
rio, de acordo com Lima et al. (2012a).

Uma tabua de logaritmos é composta por duas colunas de nimeros. A cada
numero da coluna a esquerda corresponde um ntmero a sua direita, chamado o seu lo-
garitmo. Na Figura 1, apresenta-se uma tabua de logaritmos de base natural. Para
multiplicar dois nimeros, basta somar seus logaritmos; o resultado ¢ o logaritmo do pro-
duto. Para achar o produto, basta ler na tabua, da direita para a esquerda, qual o nimero
que tem aquele logaritmo. Semelhantemente, para dividir dois nimeros basta subtrair os
logaritmos. Para elevar um ntimero a uma poténcia basta multiplicar o logaritmo do nu-
mero pelo expoente. Para extrair a raiz enésima de um ntmero basta dividir o logaritmo
do nimero pelo indice da raiz.

As relagoes descritas no pardgrafo anterior, na terminologia matematica de
hoje, sdo consideradas fung¢oes. Convém notar porém, que a invencao dos logaritmos foi

anterior a introdugdo do conceito de fun¢do na Matemética, de acordo com Lima (2013).



29

Figura 1 — Tabua de logaritmos.

Fonte: (LIMA, 2013, p.146)

3.1 Caracterizacao da fungao exponencial

Nesta secao, serao apresentados conceitos e definicoes de fungoes de acordo
com Lima et al. (2012a), Lima (2013) e Anton, Bivens e Davis (2007).
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Teorema 1 Seja f : R — RT wma fungdo mondtona injetiva (isto é, crescente ou de-

crescente). As sequintes informagoes sao equivalentes:

(1) f(nx) = f(x)" para todo n € Z e todo x € R;
(2) f(z)=a" para todo x € R, onde a = f(1);

3) f(z+vy) = f(z)- fly) para quaisquer z,y € R.

Demonstracdo 1 A prova deste teorema se baseia nas implicagoes (1) —= (2), (2) =
m

(3) e (3) = (1). A hipdtese (1) implica que, para todo nimero racional r = —, m € Z

n

en €N, dat, para nr =m:

flrz)" = f(nrz) = f(mz) = f(x)™,

logo f(ra) = f(a)~ = f(x)".

Para f(1) = a, tem-se f(r) = f(r-1) = f(1)" =a", Vr € Q.

Agora supondo-se que f seja crescente entdo, 1 = f(0) < f(1) = a. Admitindo-
se por absurdo, que exista x € R com f(z) # a*. Para f(x) < a® (o caso contririo é
andlogo).

E importante ressaltar que fizado o nimero real positivo a # 1, em todo
intervalo de Rt existe alguma poténcia a”, com a € Q.

Entao eziste um nimero racional r tal que f(x) < a” < a®, ou seja, f(z) <
f(r)y <a®. Como f é crescente, tendo f(x) < f(r) conclui-se que x < r. Por outro lado,
tem-se também a” < a®, dair < x, um absurdo. Logo tem-se que (1) = (2).

Para provar a implicagio (2) = (3) tem-se:

fla+y)=a" =a"a" = f(z) f(y)

Para n € N, prova-se por indugio a implicagio (3) = (1):
Paran =1 tem-se f(1-x) = f(z) = f(x)', supde-se para n < k que f(kz) =

f(x)*, agora é necessdrio provar esta igualdade para n =k + 1, dai:

F((k+1)x) = flka +a) = f(@)* - f(2) = f(a)"

Logo a afirmativa é vdlida para todo n € N. Agora, se n = 0:

f(0-2) = f(0) = a® = f(x)°

Com n < 0 tem-se —n > 0 dai:

f(-nz) = fa)™
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Como n+ (—n) = 0 tem-se:

1= f(0) = f((n+ (=n))x) = f(nz) - f(—nz)

Sendo assim, tem-se,

3.2 Caracterizagoes de b - a’

Primeira caracterizacao

Teorema 2 Seja g : R — RY uma fungio mondtona injetiva (isto é, crescente ou de-
crescente) tal que, para x,h € R quaisquer, o acréscimo relativo (4) dependa apenas de

h, mas nao de x.

lg(x +h) = g(z)]
9() W
Entao, se b= g(0) ea = g(—(l];, tem-se:

g(x) = ba® para todo x € R

Demonstracao 2 Seja ¢(h) uma fungdo que dependa apenas de h, mas nao de x, entao:

=p(h

9(@) A
L [ (=) _ ) _ N
Quando substitui-se g(x) por o com b = g(0), obtém-se f : R — R

h
mondotona injetiva, com ﬂ;(—;—)) nao dependendo de x e com f(0) = 1.
Colocando x = 0 na relagio p(h) = %, obtém-se o(h) = f(h), V h € R.
x

Sendo assim, a fun¢io mondtona injetiva f cumpre a condi¢io f(x + h) = f(x)- f(h), o

que acarreta f(x +y) = f(z) - f(y), V z,y € R. Do Teorema 1 tem-se f(x) = a”, dai
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g(x) = b- f(z) = ba”

Segunda caracterizacao

Teorema 3 Para cada b e cada t reais, supoe-se dado um nimero f(b,t) > 0 com as

sequintes propriedades:

(1) f(b,t) depende linearmente de t e é mondtona injetiva em relagio a t;

(2) f<b78 +t) = f(f(bv 5)7t)'
Entao, pondo a = f(1,1), tem-se f(b,t) =b-a'.

Demonstracdo 3 A funcio ¢ : R — R, definida como ¢(t) = f(1,t), é mondtona

njetiva, com

pls+1) =f(Ls+1) = [(f(L5), 1) = f(1,8) - f(1,1) = p(s) - ()

devido as condigoes (1) e (2) pois f(1,s) = 1.
Pelo Teorema 1, tem-se p(t) = a', onde a = (1) = f(1,1). Em consequén-

cla:

J(b.t) = F(b-1,6) =b- f(1,6) = b-(t) = b-a"

Observacao: As demonstragoes dos Teoremas 1, 2 e 3 sdo consoantes com
o exposto em Lima et al. (2012a).

A condi¢do (2) do (Teorema 3) tem seu significado esclarecido quando se
observa que b = b-a® = f(b,0), ou seja, que b é o valor inicial da grandeza f(b,t) no
instante ¢ = 0 (pensando em ¢ como o tempo decorrido desde que a grandeza passou do
valor b = f(b,0)) para o valor f(b,t)). Entdo (2) diz que, comegar com o valor b e deixar
passar o tempo s + t é o mesmo que comegar com o valor f(b,s) e deixar transcorrer o

tempo t.
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3.3 Funcoes Exponenciais e Progressoes

Seja f : R = R, f(x) = ba®, uma fungao do tipo exponencial. Se z1,xg, -+ , Xy, -

¢ uma progressao aritmética de razao h, isto é, x,,1 = x, + h, entdo os valores

f(z1) = ba™, f(xg) = ba"™,--- | f(x,) = ba™, -,

formam uma progressio geométrica de razdo a” pois

f(2nyr) = ba™ ™ = (ba™) - a" = f(x,) - a".

Teorema 4 Seja f : R — R uma fun¢io mondtona injetiva (isto €, crescente ou de-

crescente) que transforma toda progressao aritmética xq,Ta, -+ , Ty, NUMA PTogressao
geométrica yi,Ys, ** Yn, -, com y, = f(x,). Se pusermos b = f(0) e a = % teremos

f(z) = ba”® para todo x € R.

Demonstracao 4 Teorema /4

Seja b = f(0). A fung¢io g : R — R*, definida por g(z) = @, ¢ mond-

tona injetiva e também transforma progressoes aritméticas em progressoes geométrica,

com g(0) = 1. Para ¥V x € R, a sequéncia z,0,—x é uma progressao aritmética,
1
logo g(x),1,g9(—x) é uma progressio geométrica de razio g(—x). Dai g(x) = g
g(—z
Agora paran € N e x € R, a sequéncia 0,x,2x,...,nx é um progressao aritmética, dai
L,g(x),9(2x),...,9(nx) é uma progressio geométrica de razao g(x). O termo (n + 1)
desta progressao geométrica é g(nz) = g(x)". Para —n < 0 entdo g(—nzx) = (n7) =
g(nx
1
= g(z)™". Desta forma tem-se g(nx) = g(x)*,Vn € Z e x € R. Do Teorema 1
gla)"
1
tem-se, para a = g(1) = %, g(x) = a*, ou seja, f(x) =ba*, V x € R.
|

Observagao: A demonstracao do Teorema 4 é consoante com o exposto em
Lima et al. (2012a).

3.4 Funcao Inversa

Diz-se que a fungdo g : Y — X ¢é a inversa da funcao f : X — Y quando se
tem g(f(x)) =z e f(g9(y)) = y para quaisquer z € X ey € Y. Evidentemente, ¢ ¢ inversa

de f se, e somente se, f € inversa de g.
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Uma funcdo f : X — Y possui inversa se, e somente se, for sobrejetiva, ou

seja se existir uma correspondéncia biunivoca entre X e Y.

3.5 Funcgoes Logaritmicas

Definicao 4 Funcao logaritmica
Para todo nimero real positivo a # 1, a funcio exponencial f : R — RT,
f(z) = a®, é uma correspondéncia biunivoca entre R e RT, crescente se a > 1, decrescente

se 0 < a <1, com a propriedade adicional

flx+y) = f(x)- fy)

Seque-se que f possui uma fungdo inversa. A inversa da fungdo exponencial

de base a € a funcgdo

log, : R" — R,

que associa a cada nimero real positivo x o numero real log, x, chamado o logaritmo de

x na base a. Por definicao de funcao inversa, tem-se

a8 = 1 ¢ log,(a”) = .

Assim, log, x é o expoente ao qual se deve elevar a base a para obter o nimero

z. Ou seja,

y=log,r & ad¥ = .

Segue-se imediatamente da relagdo a* - a’ = a"¥ que

log, (zy) = log, x + log, y

para z e y positivos quaisquer. Com efeito, se u = log, z e v = log, y entao a" = x e

a’ =y, logo

ou seja

log,(zy) = v+ v = log, = + log, v.
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Observacao: O uso das calculadoras fez com que a utilizagdo das tabuas de logaritmos
perdesse o sentido. Entretanto, a importancia dos logaritmos é permanente na Mate-
mética, j4 que como a funcao logaritmica é a inversa da fungdo exponencial (portanto
equivalentes), ela estd ligada a um grande ntimero de fenémenos, onde se tem uma gran-

deza cuja taxa de variagdo é proporcional a quantidade da mesma no instante dado.

3.6 Caracterizacao das Fungoes Logaritmicas

Teorema 5 Seja f : RT — R uma fungao mondtona injetiva (isto €, crescente ou de-
crescente) tal que f(zy) = f(x) + f(y) para quaisquer x,y € R*. Entao existe a > 0 tal
que f(x) =log, x para todo x € RT.

Demonstracao 5 Teorema 5

Seja f crescente (para f decrescente é andlogo). Tem-se f(1) = f(1-1) =
f(1) + f(1), dai f(1) = 0. Supondo-se que ezista a € R com f(a) = 1, tem-se, para
fla)=1>0= f(1), a> 1. Para todo m € R:

f@™) = fla-a-...-a)
fl@™) = fla)+ fla)+---+ f(a)
f@™) = 14+1+---+1=m,

m fatores

Também, para todo m € R:

0 = f(1)=f(@" a™™)
0 = fla™)+ fla™) =m+ fla™™)
0 = m+f(a™)

= )

m I
Parar=—, comm € Z en € R, tem-se rn =m, dai?
n

m = f(a™) = f(a™) = f(((a")")) = n- f(a")

m . L
Logo, f(a") = o= r. Se x € Q entao, para r,s racionais tem-se:

r<r<s = da <a*<a = f(a") < f(a®) < f(a®) = r < f(a®) <s.
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Desta maneira todo nimero racional r < x < f(a*) e s > x > f(a®). Dai,
f(a®) =z, ¥V x € R. Este fato acarreta f(y) =log,y, ¥V y > 0.

Para o caso geral de uma fungio crescente g : R™ — R, com g(xy) = g(x) +
9(y), entio g(1) = 0 e para 1 < 2 acontece g(2) = b > 0. A fungio formada como
f:RT" = R, definida como f(x) = M que € crescente, transforma soma em produtos e
satisfaz f(2) = 1. Portanto, pela primeira parte desta demonstracio, tem-se f(x) = log, z,

Va > 0. Daf,

v = 2@ — 2" _ (2h)9l) — go@)

para a = 2. Finalmente,

a9 = ¢ — log, a?®) = log, z <= g(x) =log, x

Observagao: Demonstragdo do Teorema 5 consoante com Lima et al. (2012a).

3.7 Logaritmos Naturais

Nesta subsegao, sera mostrado como o logaritmo natural In(z) pode ser apre-
sentado segundo o Teorema 5 como a a medida da area delimitada pelo grafico da funcao

f(t) =1, 0eixo x e as retas t = 1 e t = x, Figura 2.

Figura2fGréﬁcodef(t):%,oeixoxeasretastzl,t:x,t:yet:x-y.

Fonte: Produzida pelo autor.
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Demonstragdo 6 Seja f: RT™ — R, tal que f(t) = 1, temos que:

o(z) = /1 ' %dt

Como € visto na Figura 2 tem-se:

X yl
r<y= —dt</ —dt (5)
1 1t
Agora:
wyl aﬂl yl xyl
= —dt = —dt —dt —dt 6
o) = [ Gar= [ ars [ [ )
como
Y1 Y1 1
/—dt:/ —dt—/ —dt
z R 1t
e
a:yl ;tl yl
/ —dt:/ —dt+/ —dt
y t 1 1 y t
tem-se
Ty 1 v q
g(zy) —/ —dt / dt+/ dt—/ dt—i—/ dt+/ —dt (7)
como

Y1
/ Lit =0
y t
finalmente:

g(xy):/myldt / dt+/ —dt = g(z) + g(y) (8)

Por (5) e (8) vemos que g(x) é mondtona e transforma produtos em somas.
Logo, pelo (Teorema &), existe um nimero real positivo, que chamamos de e, tal que
g(x) =log, x para todo x € RY.

Escreve-se lnx em vez de log, x e chama-se o nimero Inx de logaritmo natural
de x.
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O numero e, base dos logaritmos naturais, é caracterizado pelo fato de seu

logaritmo natural ser igual a 1, ou seja:

lne:/ 1dtzl
1t

O numero e ~ 2, 718281828459 é irracional, e os logaritmos com essa base sao
os mais importantes nas aplicagoes, especialmente aquelas que envolvem o uso do Célculo

Infinitesimal, segundo Lima et al. (2012a).

3.8 A funcao Exponencial de Base ¢

O numero e é o inico ntmero real positivo tal que:

‘1
/—dtzl
1t

Por sua vez, a funcao exponencial = — e*, de base e, pode ser definida pelo

fato de que y = e” é o tnico real positivo tal que

Y1
/ —dt = z.
1t

As fungoes de tipo exponencial, f(x) = be**, com base e, surgem em questoes
naturais e possuem taxa de variacao instantanea de facil calculo.
A expressao f(x) = be** pode também ser escrita sob a forma f(x) = ba”,
onde a = €%, portanto @ = Ina. Ou se houver preferéncia por uma determinada base d,
[0

ode-se sempre escrever f(z) = bd?*, com B = 2. As vezes é conveniente tomar a base
) Ind

2, de modo que se tem f(z) = b2°% onde 3 = 5.
Matematicos e cientistas que se utilizam da Matematica preferem geralmente
escrever as fungoes do tipo exponencial sob a forma f(z) = be**, com a base e, porque
esta expressao exibe explicitamente nao apenas o valor inicial b = f(0) como também o
coeficiente o, que estd intimamente ligado & taxa de crescimento/decaimento de f.
A taza de crescimento de uma fungdo f no intervalo de extremidades z e x+h

é, por defini¢do, o quociente

[+ ) = f(2)
) )

Definigcao 5 Denomina-se derivada da fungao f no ponto x ao limite da taxza (9) quando

h tende para zero. FEste numero é a taxa de crescimento instantaneo de f no ponto x,
sendo representado por f'(x). Ele é o nimero real cujos valores aproximados sao 0s

quocientes (9) para valores muito pequenos de h.
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A derivada da fungao f(x) = be®® é igual a o - f(z). Ou seja, a taxa instanta-
nea de crescimento/decaimento de uma fungao do tipo exponencial é, em cada ponto x,
proporcional ao valor da funcao naquele ponto. E o coeficiente o é precisamente o fator

de proporcionalidade.

3.9 As funcgoes exponenciais e logaritmicas nos livros didaticos do PNLD

Os livros utilizados pelas escolas publicas brasileiras provém do PNLD (Pro-
grama Nacional do Livro Didatico). A alocagdo de uma cole¢ao neste programa e sua
posterior escolha por uma equipe escolar obedecem diretrizes como a Lei n°® 9394 de 1996,
os PCN’s (Parametros Curriculares Nacionais) e o PPP (Projeto Politico Pedagégico) de
cada unidade escolar.

Desta maneira, o material e os métodos utilizados pelo docente durante o
processo de ensino-aprendizagem das fungoes exponenciais e logaritmicas é influenciado
diretamente pelos livros didaticos que utiliza.

Nos PCN’s do ensino médio a necessidade da Matematica auxiliar o desenvol-
vimento das Ciéncias da Natureza é explicitada, levando em conta a contextualizacao e
utilizagdo da Matemética como linguagem de construcao das Ciéncias, (BRASIL, 2002).

Os autores, em Masetti e Pires (2014), fizeram uma andlise de como as fungoes
exponenciais e logaritmicas sao abordadas em livros didaticos de Matematica, oferecidos
as escolas brasileiras pelo PNLD, no Ensino Médio de 2015 e como sao propostas a cons-
trucdo, a sistematizacao e a consolidagdo de conhecimentos nesses manuais.

Em Masetti e Pires (2014), foi analisada a colecio MATEMATICA — Ciéncias e
Aplicagoes de autoria de Gelson Iezzi, Oswaldo Dolce, David Mauro Degenszajn, Roberto
Périgo e Nilze Silveira de Almeida. O tema “Fung¢bes Exponenciais e Logaritmicas” é
abordado no volume destinado ao primeiro ano do ensino médio, onde os autores desta
colecao dedicam quarenta e oito paginas para trabalhar o tema, o que corresponde pouco
mais de 16% de toda obra.

Segundo Masetti e Pires (2014), apesar de o livro apresentar uma situac¢ao de
crescimento populacional e propor situagoes e problematizacoes utilizando temas como
ocorréncia de terremoto, escala de acidez, o material propoe poucas questoes de modela-
¢a0, na verdade nenhuma de funcao logaritmica e 5 questoes de fun¢ao exponencial, sendo
que se desdobram em 13 alternativas para resolucao.

Ainda nesta andlise, os autores relatam que grande énfase conferida a tarefas de
carater procedimental, com 614 tarefas, na maioria de célculo algoritmico (236), seguidas
por 135 tarefas de aplicagao de uma propriedade e por 74 tarefas baseadas em defini¢oes.

Desta forma, seguindo o material de referéncia, o docente ¢ levado a apoiar

seu planejamento em tarefas procedimentais, deixando de lado a exploracao e construcao
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significativa do conhecimento.

Em Oliveira (2014), a contextualizacao das fung¢oes exponencial e logaritmica
nos livros didaticos do ensino médio é analisada. A autora analisa como os livros didaticos
motivam o ensino das fungoes supracitadas e como a contextualizacdo destes assuntos é
proposta.

Apos analisar 10 colegbes voltadas a matematica do ensino médio, Oliveira
(2014), chegou a conclusao de que a maioria dos problemas contextualizados envolvendo
funcoes, equacdes e inequagoes exponenciais tratam de crescimento exponencial, decai-
mento radioativo e juros compostos e que hé nestas cole¢cbes muitas questoes com con-
textualizacoes inadequadas, onde sao apresentadas informagcoes incoerentes, ficticias ou
erradas.

O professor deve ter o olhar critico e atento no momento de escolher a maneira
como ird abordar os conteidos e quais exercicios contextualizados utilizara em sala de
aula. Para isto, o professor deve pesquisar e buscar o conhecimento de outras areas do
curriculo, pois as questoes contextualizadas tém esta conexao com outras areas do saber,
segundo Oliveira (2014).

Finalmente, encontra-se em Lima (2007) a importéncia do professor considerar
como parte integrante e essencial de sua tarefa o desafio, a preocupacao de encontrar

aplicagoes interessantes para a matematica que esta sendo apresentada aos alunos.
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4 A MODELAGEM MATEMATICA E A UTILIZACAO DE MODELOS
COMO FERRAMENTAS DE ENSINO

Diversos pesquisadores, autores e professores brasileiros como Biembengut e
Hein (2002), Bassanezi (2014), Burak (1992), Barbosa, Caldeira e Aradjo (2007) e
Barbosa (2001) desenvolveram, trabalharam e divulgaram a Modelagem Matemética ao
longo das ultimas trés décadas como pode ser observado em Biembengut (2009).

Inicialmente ¢ necessario caracterizar o que ¢ Modelagem Matematica. De
fato, pois para Bassanezi (2014), a Modelagem Matemética tanto como método cienti-
fico como estratégia de ensino-aprendizagem, transforma problemas reais em problemas
matematicos cujas solugoes sao em seguida interpretadas na linguagem do mundo real. A
modelagem pode também ser definida como o processo de criacao de modelos que refletem
as estratégias de agdo do modelador sobre a realidade. Em Nagle, Saff e Snider (2012)
os autores definem a Modelagem Matematica como estratégia de imitacdo do mundo real
através da linguagem matematica.

Em Barbosa (2004), o autor critica a visao da Modelagem Matematica como
simples aplicacdo de matematica em outras areas do conhecimento referindo a esta ideia
como limitacao tedrica. O autor reitera a necessidade de se ter maior clareza sobre o que
¢ chamado de Modelagem.

Para Matos e Carreira (1996), a Modelagem no contexto escolar difere nos
objetivos, na dindmica, no trabalho e na natureza das discussoes matematicas em relacao
aos modeladores profissionais.

No ambito do modelador profissional, o passo inicial é encontrar dados experi-
mentais e/ou inferéncias de especialistas relativos ao tema. Esta etapa Nagle, Saff e Snider
(2012) define como Formulagao do Problema e inicia-se com tabelas de valores que
podem ser obtidos experimentalmente, através de revisao bibliografica ou pela Internet.
O refinamento ou fase de Desenvolvimento do Modelo ¢ a fase seguinte do processo.
Em sequéncia é necessario que se Teste o modelo comparando as previsoes com os da-
dos experimentais. Apods os testes o pesquisador decide fazer, ou nao, modificagoes no
modelo.

No contexto escolar, a Modelagem Matematica tem sido utilizada para dimi-
nuir a distancia entre a matematica formal e a sua utilizagdo na vida real. Através dos
modelos matematicos é possivel estudar e formalizar fendmenos do cotidiano. Ha signi-
ficativas melhoras da consciéncia dos estudantes em relacao a utilidade da matematica
para resolver e analisar problemas a partir dos conceitos ja aprendidos. Este momento
é crucial no processo de significancia dos conceitos adquiridos pelos discentes, de acordo
com D’Ambrosio (1989).

Para Biembengut (2012), a concepgao de Modelagem Matematica do professor

depende de como ele interagiu na sua praxis pedagogica com a Modelagem. A utilizacao da
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Modelagem na Educacdo Matematica desenvolve nos estudantes a capacidade de avaliar
o processo de construcao do conhecimento nos diferentes contextos.

Em Blum et al. (2007), a Modelagem Matemaética surge na Educagao para
o estudante adquirir as habilidades matematicas mais importantes na construcao das
competéncias inerentes ao saber desta disciplina.

Para Bassanezi (2014), a parte computacional adequada para introdugdo a
modelagem se restringe, invariavelmente, a confeccao de gréaficos e ajuste de curvas. Por
este fim, a proposta deste trabalho visa utilizar o software GeoGebra que contém planilha
eletronica, visualizagao de graficos, entre outros recursos.

No enfoque do uso de Modelagem Matemética como ferramenta de ensino,
varios autores como Burak e Klitber (2008), Biembengut (2004) e Barbosa, Caldeira
e Araujo (2007) apresentam algumas interpretagoes e apontamentos para a Educagao
Matematica e desenvolvimento tedérico da Modelagem Matematica.

Como processo de ensino-aprendizagem, a Modelagem pode ser utilizada e
adaptada de acordo com o publico-alvo, que pode ser de pesquisadores no ambiente de
Iniciagdo Cientifica, de professores em cursos de Especializagao ou estudantes em cursos
regulares onde é desejavel que o professor ja tenha trabalhado anteriormente com o tema
para que o desenvolvimento do curso flua normalmente, segundo Bassanezi (2014). A
pesquisa que originou esta dissertacao teve como publico-alvo 18 discentes nos primeiros
semestres do curso de Bacharelado em Ciéncia e Tecnologia (BC&T).

Através da inspecao de pesquisas de autores que utilizavam teorias de ensino-
aprendizagem voltadas para as ciéncias exatas, identificou-se em trabalhos como Da Silva
(2011), Bassanezi (2014), Carius, Juinior e Da Silva (2017) e Da Silva, Jardim e Carius
(2016), a Modelagem Matematica como importante perspectiva para contextualizacao das
funcoes exponenciais e logaritmicas.

Alguns projetos de iniciagdo cientifica utilizando a Modelagem Matematica
realizados no campus do Mucuri da Universidade Federal dos Vales do Jequitinhonha e
Mucuri (UFVJIM) que geraram publicagoes cientificas como Nascimento et al. (2015),
Lopes et al. (2016), Frisso et al. (2017), Prates et al. (2015), Prates et al. (2016), Da
Silva, Godinho e Moraes (2016) e Da Silva, Jardim e Carius (2016), influenciaram a

escolha da modelagem como ferramenta de ensino.

4.1 Como fazer Modelagem Matematica?

As etapas do processo de Modelagem Matemaética, segundo Bassanezi e Fer-
reira Junior (1988) e Bassanezi (2014), envolvem Experimentacao, Abstracdo, Re-
solucao, Validacao e Modificacao. Este processo pode ser ciclico, sempre visando a

melhora do modelo criado.
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A Modelagem Matematica funciona da seguinte maneira: apods a obtenc¢ao dos
dados empiricos e da organizacao de tais informacoes, inicia-se a etapa de Experimenta-
¢ao, onde o modelador procura padroes para formular as hipéteses durante o processo de
Abstragao. Neste momento, o problema ¢é traduzido para a linguagem matematica para
ser resolvido durante o processo de Resolugao. As solugoes obtidas sdo confrontadas
com os dados empiricos durante a Validacao e, dependendo da sua usabilidade, poderéa

ser alterado durante a Modificagao, conforme pode ser visualizado na Figura 3.

Figura 3 — Organograma mostrando a inter-relagao das etapas da Modelagem
Matematica.

Experimentacao

Modificagao Abstracdo

Validagao

Resolugdo

Fonte: Produzida pelo autor.

Durante as etapas descritas anteriormente, o modelador deve possuir técni-
cas elementares de traducao do problema estudado para a linguagem matematica. Para
esta finalidade, além de ter conhecimento matematico suficiente, deve também conhecer
problemas classicos para poder empregar as técnicas conhecidas em novas situagoes. O
pesquisador modelador deve sempre ser critico em relagao as falhas dos modelos usuais,
procedendo de maneira criativa quando as técnicas existentes sao insuficientes. O pesqui-
sador deve também ter organizacao dos dados obtidos e saber cooperar com especialistas
da drea de cada fenomeno estudado, de acordo com Bassanezi (2014).

Ao se fazer Modelagem Mateméatica, sao necessarias algumas técnicas, das
quais Bassanezi (2014) relaciona como Formulagao de Problemas, Ajuste de Curvas,
Variacgoes, Equacoes de Diferencas e Equacgoes Diferenciais Ordinarias.

A Formulacao de Modelos, precedida pela coleta de dados, pode ser divida
em estatica, onde a variavel tempo nao é requisitada; e dindmica, onde a variavel tempo é
a variavel independente.

O Ajuste de Curvas ou regressao, constréi uma relacao funcional através

de dados estatisticos. Utilizando técnicas como o Método dos Minimos Quadrados, o
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pesquisador pode relacionar os dados por um Ajuste Linear, Quadratico, Exponencial,
Geométrico ou Hiperbdlico.

Atualmente, planilhas eletronicas ou o software GeoGebra, como mostrado na
Figura 4, por exemplo, realizam a regressao em tempo reduzido em relacao aos calculos
manuais, possibilitando ao pesquisador ter mais tempo para se dedicar e dar mais enfoque

para a analise do modelo.

Figura 4 — Ajuste de Curva Hiperbdlico produzido no GeoGebra

Populagéo
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20000
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10000
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g

tempo
Ganos  Banos  10anos  1banos 20anos  25anos  30anos  3banos  40anos  4banos  50anos  banos  60anos  G5anos  70ano

Fonte: Produzida pelo autor.

As Variagoes sao divididas em discretas, quando tém-se um conjunto finito
de dados observados que corresponde a uma sequéncia finita de valores: xq,x9, -, T,
e continuas, onde todos os valores intermediarios entres os valores discretos podem ser

assumidos.

Defini¢ao 6 Conjunto Discreto - Um conjunto € dito discreto quando existe uma corres-

pondéncia biunivoca entre seus elementos e um subconjunto dos nimeros naturais.

Na Modelagem Matematica, muitas vezes as variaveis consistem de sequéncias
finitas de dados {x,}, n = 1,2,..., k que representam conjuntos discretos. O essencial é
descobrir como essas sequéncias podem ser tratadas como continuas.

As Equacgoes de Diferencas ou recorréncias sao apropriadas quando lida-se
com variagoes discretas. Elas podem ser classificadas como lineares de 1 e 2% ordens e
nao lineares de 1* ordem.

Sejam «; constantes, m < n e (n —m) condigoes iniciais das equagoes lineares

de ordem (n —m), estas equagoes tém o formato:



Yn = Qp1Yn—1 + Qp_9Yp—2 + -+ + QpYm,
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(10)

Na equagao (10) quando n—m = 1, para a condi¢ao inicial y tem-se o sistema:

Yn = QYp—1
Yo

que pode ser resolvido recursivamente da seguinte maneira:

Demonstragao 7

Yy = QYo
Y2 = Qyp = OZQ?JO
Yn = QUYn_1 = "Yo

Fazendo o produto destas equacoes tem-se:

Yi-Y2: oo Yn = QYo - QY1 - ... - AYn—1

Como ambos os lados da equagao (11) possuem fatores yy,ya, - -

y; # 0, entdo dividindo cada lado pelo produto yy - yg - - - - - Yn_1 tem-se:

Yn = Q"Yo

(11)

y Yn—1, COM

(12)

Na equagao (10) quando (n —m) = 2 tem-se uma equagao de diferengas de 2*

ordem. Esta equacdo, com yg e y; dados é da forma:

Yn = QYp—1 + byan

(13)

Em Lima et al. (2012b), tem-se detalhadamente uma explicitacdo sobre as

equagoes de diferencas de 2* ordem, referidas pelos autores como recorréncias lineares

de 2* ordem. Agora, seja b # 0 na equacao (13), pois caso contrario esta seria uma

recorréncia linear de 1* ordem. Agora, como a equacao (13) é homogénea associa-se a ela

uma equagao caracteristica do 2 grau, assim tem-se:

pP=ap+b

(14)
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Teorema 6 Caso p; e py sejam as raizes de p* = ap + b, entdo x, = Kp} + Kop§ ¢é

solugdo da recorréncia y, = ayn_1 + byn_o, para quaisquer Ky e K.

Demonstracao 8 Teorema 6
Substituindo x, = Kip} + Kopy em y, = ayn—1 + byn—o € apds manipular-se os termos,

obtém-se:

Kipt(pi + ap1 + b) = Kopl(p3 + aps + b) = Kip}0 + Kyp50 =0

Quando se tem Equagoes de Diferengas ndo lineares (12 ordem) do
tipo (15), com f sendo combinagao nao linear de y,, na maioria das vezes nao é possivel
obter solucoes analiticas para tal fungdo. Um modo de analisar o comportamento de tais

equagoes ¢ encontrando seus pontos de equilibrio.

Yn+1 = f(Yn) (15)

Definicao 7 O ponto de equilibrio ou de estabilidade de uma equagdo de diferenca ocorre

quando nao hd variacao ao se passar do estagio n para o estagio n+ 1, ou seja:

Uni1 =Yn =Y (16)

As Equagoes Diferenciais Ordinarias ou EDQO’s sao utilizadas quando os

modelos possuem variagoes continuas. Neste caso, as taxas de variagdes sao instantaneas.

Defini¢ao 8 Fquacio Diferencial (ED) - Equagio contendo derivadas de uma ou mais
variaveis dependentes, em relacao a uma ou mais varidveis independentes, sequndo Zill
(2003).

Uma explanagao mais detalhada sobre Equagoes Diferenciais pode ser obtida
em Bassanezi e Ferreira Junior (1988) e Zill (2003). Contudo, neste presente texto, sera
apresentado apenas o caso particular de Equagoes Diferenciais Ordinarias de 1* ordem.

A ordem de uma Equacao Diferencial é ditada pela ordem da maior derivada
que aparece em sua concepcao. Quando a derivada de maior ordem ¢é a primeira entao

tem-se uma EDO de 1* ordem cujo formato é:
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) a7)

A solugdo geral da equagdo (17) é uma familia de curvas do tipo y = g(x)
onde f(z,y) é a direcao de cada reta tangente em cada ponto (x,y). Quando um ponto

Py = (xo,y0) é fixado tem-se uma solugao particular do problema de Cauchy:

j_z - f(a?,y)
(18)
y(zo) = Yo

No sistema (18) quando f(z,y) = F(z) e y = f(z) tem-se, Demonstragao 9:
Demonstracao 9 Utilizando o procedimento de resolucao para equacoes diferenciais se-

pardveis visto em Zill (2003, pp. 44—45):

df (x)
I F(x)

fla) = [ Fays (19)
As fungoes f(x) e g(x) tém a mesma derivada em um intervalo I, entdo

(@) =4¢'(x) & f(x) =g(x) +c, vel

Agora basta utilizar a condi¢ao inicial y(xo) = yo e encontrar a solugiao parti-

cular que satisfaz esta condigdo.

Os modelos de Crescimento e Decaimento utilizados na pesquisa, parte inte-
grante deste trabalho, tém na sua formulac¢ao equagoes da forma (17).

Muitas vezes nao ¢é possivel obter uma solucao analitica de uma EDO. Entao
faz-se necessaria a utilizagao de métodos para aproximar a solugao. Uma técnica 1til neste
contexto para a representacao grafica da solu¢ao de uma equagao diferencial de primeira
ordem ¢ eshocar o campo de diregdes para a equacao, de acordo com Nagle, Saff e

Snider (2012).
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Definicao 9 Campo de direcoes

As curvas integrais solugoes de uma Equacao Diferencial Ordindria (EDO) do

tipo (17) sao tais que em cada ponto (x,y) a reta tangente d curva integral passando pelo

ponto tem coeficiente angular

m:f(x,y)

O método geométrico para entender aproximadamente como deveriam ser as

curvas integrais da EDO sugere que se trace um pequeno segmento de reta em cada ponto

(x,y) com coeficiente angular m, o conjunto destes segmentos é denominado Campo de

Diregoes da EDO.

Na Figura 5 tem-se um campo de dire¢oes da EDO (20):

(20)

Este campo de diregoes sugere que as solugoes desta EDO sejam fungoes do

tipo f(z) = 2® + C, o que de fato é confirmado quando se resolve a EDO referida,

utilizando-se o processo da Demonstracao 9.

Figura 5 - Campo de dire¢oes da EDO

s

6
~|—

0

VvV v VNN

Fonte: Produzida pelo autor.
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4.2 Os modelos utilizados

No processo de modelagem, a escolha do instrumental matematico é funda-
mental, principalmente em se tratando de promover o conhecimento matematico. Assim,
num ambiente de estudo um modelo simples, mesmo que nao reproduza perfeitamente
os dados experimentais, pode ser bastante eficiente no contexto educacional. Um modelo
matematico é bom quando satisfaz algum objetivo e quando o usuario o considera como

tal, de acordo com Bassanezi (2012).

Os modelos de crescimento relacionam-se a fendémenos onde as quantidades
iniciais tendem a crescer de um instante ¢y, para o instante t;, com ¢, < ¢y, sendo que
este crescimento ocorre de forma mondtona (ndo ocorre decaimento em nenhum instante

durante o processo).

Os modelos de decaimento relacionam-se a fendomenos onde as quantidades
iniciais tendem a decair (diminuir) de um instante ¢, para o instante ¢y, com ty, < ty,
sendo que este crescimento ocorre de forma mondtona (ndo ocorre crescimento em nenhum

instante durante o processo).

Todos os modelos utilizados durante as fases de planejamento e execugao do
projeto possuem taxa de variagao (de crescimento ou decaimento) proporcionais a quanti-
dade (concentragao, temperatura, populagio, etc.) em cada instante. Desta forma, para
melhor compreensao dos modelos que serao apresentados nesta subsec¢ao, faz-se necessaria

a definicao de proporcionalidade.

Definicao 10 Proporcionalidade

Fungao f : R — R tal que, para quaisquer nimeros reais ¢ e x tem-se f(cx) =

/()

c-f(z) (proporcionalidade direta) ou f(cx) = ==, para ¢ # 0 (proporcionalidade inversa)
c

Tradicionalmente, esta definicio € equivalente a dizer que a grandeza y é
proporcional d grandeza x quando existe um nimero « (demominado constante de pro-
porcionalidade), tal que y = ax para todo valor de x se as grandezas forem diretamente
proporcionais € para x,y # 0 se as grandezas forem inversamente proporcionais, de acordo
com Lima et al. (2012a)

Inicialmente, durante a aplicacdo do que foi previsto para as atividades do
projeto, o pesquisador utilizou os roteiros de construcao que foram desenvolvidos durante
a fase de planejamento. Os modelos utilizados neste projeto serao descritos nos paragrafos

a seguir.
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Modelo 1: Eliminacio de Alcool

Quanto mais um modelo matematico se aproxima das condigoes reais de um
fenomeno, mais elaboradas e de dificil resolucao ficam suas equacoes. Para o fenomeno
da Eliminacao de alcool ingerido existem modelos mais complexos como o previsto em
Ludwin (2011), que leva em conta a concentragao de alcool no estébmago apds a ingestao, a
taxa de absorcao de alcool na corrente sanguinea e a taxa em que o alcool é metabolizado
pelo figado.

Nesta pesquisa, foi considerado que a taxa de eliminag¢ao do &alcool ingerido
em um determinado instante é proporcional a quantidade de alcool ingerido no instante
referido.

A fase de coleta de dados ocorreu através de pesquisa bibliografica, juntando
informagoes de pesquisadores que ja trabalharam com o referido modelo, tais como Bassa-
nezi (2014) e Sanches e Rodrigues (2015) e que ja fizeram a parte da Experimentagao.

Durante a Abstracgao, supos-se que o volume do sangue no organismo é cons-
tante e que a eliminagao do élcool ocorre apenas pela respira¢ao. Porém, em Centro (2005)
¢ exposto que o alcool é eliminado majoritariamente pela urina com apenas cerca de 5%
sendo eliminado por meio da respiracao, transpiracao e salivagdo. Supos-se também que,
a partir do inicio da eliminacao do alcool, ndo ocorre mais ingestao desta substancia.

Um fator importante de ser destacado é que apenas de 2% a 10% do alcool
absorvido ¢ eliminado inalterado, o restante é oxidado no organismo, segundo Bassanezi
(2014).

De acordo com a Definigao 10, para a concentragao C', medida em g/l (gramas

por litro de alcool) ser proporcional a taxa de eliminagao de dlcool ingerido a;—t medida
em g/l/min (gramas por litro por minuto) deve haver um « tal que:
% =a-C (21)
Como no fenémeno da eliminacao do alcool tem-se um problema de decai-
mento, ja que a quantidade diminui com o passar do tempo, entao considera-se a = —k.
Dai, a equagao (21) fica da seguinte maneira:
ac
o —k-C (22)
Como foi suposto que a elimina¢do do alcool ocorre exclusivamente pelos pul-
moes, entao a taxa de eliminagdo de alcool pelos pulmoes é k£ = 0,0075 g/l/min. Este
valor foi obtido por experimentacao durante um curso de modelagem citado em Bassanezi
(2014).
Escrevendo agora C' = C(t), ou seja a concentragao referida como uma fungao

de t e considerando a concentragao inicial no instante ¢, como C(ty) = Cp tem-se um
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problema de Cauchy:

dC

— = —kC
dt
(23)
C(to) = Cy
Na fase de Resolugao do sistema (23) tem-se:
dcC
— = —0,0075C
dt
dC = —0,0075Cdt
! dC = —0,0075dt
C - )
/ ! ac = /—0 0075dt
C - )
(24)
Calculando-se estas integrais tem-se:
In(C) = —-0,0075¢t+ 3
Pn(©)  _ —0,0075t+3
O — 0007548
C = B e 000t (25)
Utilizando-se C(ty) = Cy com ty = 0 na equagio (25) tem-se:
O(to) — 516_0’0075t0
Co = [ye 000750
p = Co (26)

Substituindo (26) na equacao (25) tem-se a solugdo particular do sistema (23):

C(t) _ 006_0’0075t (27)
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Durante a fase de Validagao deste modelo, é importante ressaltar que foram
ignorados varios fatores como peso do individuo, género, idade, nivel de sedentarismo e
outros fatores que interferem no processo de eliminacao do alcool de cada organismo.

A partir da férmula (27) é possivel, por exemplo, responder a Questao 1 a

seguir:

Questao 1 Suponha que a legislagao brasileira permita a um motorista dirigir tendo a
concentragao de 0,1g/l de dlcool no organismo. Depois de quantos minutos um individuo,
que tem uma concentragio de 0,6¢/l, poderd estar apto a guiar um veiculo?

Resolugao:

0.1 = 0 66_0’0075t
1 = 66—0,0075t
In(1) = In(6e~"%7")
In(1) = In(6) + In(e "7
0 = In(6) —0,0075¢1n(e)
In(6) .
= ~ 239 28
0,0075 e (28)

Por (28) nota-se que em aproximadamente 6 horas o individuo estaria apto a

dirigir.

A fase de Modificagao deste modelo se daria de acordo com as novas hipoteses
inseridas durante a comparacao dos dados experimentais e os dados obtidos através da
solugao. O modelo evoluiria de acordo com as novas necessidades dos atores do processo

da modelagem.

Modelo 2: Lei de Resfriamento de Newton

Em Zill (2003) é descrita a lei empirica, derivada da experimentagao e atribuida
a Isaac Newton, a qual assegura que a taxa de resfriamento de um corpo é proporcional
a diferenca de temperatura do corpo e do ambiente em que o mesmo esta inserido.

O modelo a ser exposto é simplista. Em Nagle, Saff e Snider (2012), Sarto-
relli, Hosoume e Yoshimuray (1999) e Sias e Teixeira (2006) tem-se a utilizacdo de mais
parametros e eventual complexificacgao do modelo.

A coleta de dados também ocorreu através de pesquisas bibliograficas, jun-
tando informagoes de pesquisadores que ja trabalharam com o referido modelo, tais como
Zill (2003), Sartorelli, Hosoume e Yoshimuray (1999), Sias e Teixeira (2006) e Nagle, Saff

e Snider (2012) e que j4 fizeram a fase de Experimentacao.
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Durante a Abstracao, supos-se que a temperatura do ambiente T;, é constante
e desprezou-se a geometria do corpo.
Desta maneira, de acordo com a Defini¢ao 10 para a diferenca de temperatura

(T'—T,), medida em °C (graus Celsius) ser proporcional a taxa de resfriamento do corpo

d
o medida em °C'/min (graus Celsius por minutos) deve haver um « tal que:

dr
dt

Na Lei do resfriamento de Newton tem-se um problema de decaimento, ja que

=a-(T-T,) (29)

a quantidade diminui com o passar do tempo, entao considera-se a = —k. Dal, a equacao

(29) fica da seguinte maneira:
dr
dt

Escrevendo agora T = T(t), ou seja a temperatura referida como uma fun-

—k - (T =T (30)

¢ao de t e considerando temperatura no instante inicial ¢, como T'(ty) = Ty tem-se um

problema de Cauchy:

dT’
E = _k<T - Ta)

(31)
T(to) = TO

Na fase de Resolugao do sistema (31) tem-se:

aT
— = —kK(T-T,
o ( )
dT = —k(T —T,)dt
! dTI'" = —kdt
(T_Ta) N
/ ! dTI" = /—kdt
(T_Ta) N
In((T —1T,)) = -0,0075t+ 3
eM(T-Ta) _  —kt+p
T—T, = e Ht+B

T = T,+ pe™ (32)
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Sendo T' = T'(t) e utilizando-se T'(ty) = Ty com ¢, = 0 na equagao (32) tem-se:

T(to) = Tu+ fre ™™
Tg = Ta + ﬁleik'o
b1 = (To—T,) (33)

Substituindo (33) na equagao (32) tem-se a solugao particular do sistema (31):

T(t) =T, + (To — T,)e ™ (34)

Durante a fase de Validagao desse modelo, é importante ressaltar que foram
ignorados varios fatores, tais como a geometria do corpo, a area de contato do corpo com
o ar e outros fatores que interferem no resfriamento.

A constante k varia com o material do qual é feito o corpo, sua massa e
sua condutividade térmica. Experimentalmente aproxima-se o valor de k para um corpo
através de aferi¢coes da temperatura deste corpo em instantes de tempo diferentes.

A fase de Modificagao deste modelo se daria de acordo com as novas hipoteses
inseridas durante a comparacao dos dados experimentais e os resultados obtidos através
da discussao do comportamento da solugao. O modelo evoluiria de acordo com as novas

necessidades dos atores do processo da modelagem.

Modelo 3: Crescimento Populacional de Malthus

Thomas R. Malthus (1766-1834) foi um economista britanico que estudou os
modelos de populagao, de acordo com Nagle, Saff e Snider (2012). Em Alves (2002) e
Malthus (1983) encontram-se mais detalhes sobre a vida e obra deste economista.

O modelo malthusiano é o mais simplista quando se trata de crescimento po-
pulacional. Vérias concessoes sao feitas neste modelo como as taxas de fertilidade e de
mortalidade serem constantes e nao existirem fatores inibidores do crescimento.

Malthus apresentou no ano de 1798, o modelo onde tentava descrever matema-
ticamente o crescimento da populagdo humana. Neste modelo o crescimento da populagao
humana se dava em progressao geométrica e os meios de sobrevivéncia cresciam em pro-
gressao arimética. Este economista considerou em seu modelo que o nimero de individuos
de uma determinada populacdo se modifica apenas por conta de nascimentos e mortes,
sem processos migratorios, durante o periodo de tempo observado.

Neste modelo, o nimero de individuos P(t) em uma populagdo depende do
tempo, sendo uma funcao discreta de t, ja que a populacdo assume valores inteiros.
Quando o ntmero de individuos é suficientemente grande, P(t) pode ser aproximada

para uma funcdo continua, de acordo com Bassanezi (2014).
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No modelo discreto, sendo t,, a taxa de natalidade e t¢,, a taxa de mortalidade,
entao k = t, — t,, serda a taxa de crescimento especifico da populagao. Considerando k

constante, entao a taxa de crescimento relativo de uma populacao sera:

P(t+1)— P(t)
P(t)

= k- P(t) (35)

Ou seja, o modelo discreto de Malthus, com P(0) = Py, sugere que:

Pip=(1+k)P,

(36)
P(0)=PF
A recorréncia (36) ¢ resolvida da seguinte forma:
P = (1+k)F
P, = (1+k)P
P, = (14+k)P,
Como ambos os lados da equagao (37) possuem fatores Py, Py, -+, P, 1, com
P; # 0, entao dividindo cada lado pelo produto Py - Py - --- - P,_1 tem-se:
P, =Py (1+ k)" (38)
Considerando o modelo continuo, tem-se o problema de Cauchy:
dP
— =kP
dt (39)
P0)=PF,

Apos resolver o sistema (39), semelhantemente como foi feito nos modelos de

Eliminacao de alcool e da Lei de resfriamento de Newton, tem-se como solucao:

P(t) = Pye™ (40)

O modelo Malthusiano mostra-se ineficaz em grandes intervalos de tempo como
¢ explicitado em Bassanezi (2014). Em Da Silva et al. (2013) tem-se uma descri¢ao da
utilizagdo dos modelos malthusiano e logistico (que serd explicitado a seguir) para analisar

parametros populacionais de municipios do nordeste mineiro.
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Modelo 4: Crescimento Populacional Logistico continuo (Verhulst)

Pierre F. Verhulst (1804-1849) foi um matemético belga que em 1837 formulou
o modelo de crescimento populacional, baseado na avaliagao de estatisticas disponiveis e
na teoria do crescimento exponencial, com termos representando os fatores de inibicao
do crescimento. Basicamente, este modelo é o aprimoramento do que foi proposto por
Malthus, segundo Bassanezi (2014).

A equacgao é apresentada supondo-se que a populagao ira crescer até um limite
maximo sustentavel, isto é, ela tende a se estabilizar. Considere a taxa de crescimento

uma fun¢ao em t proporcional a populacao em cada instante:

5(P) = r (ﬁ—j) (a1)

Fazendo k = (P) na equagao de Malthus obtém-se o sistema:
ar P.—-P
R - T 2]
dt Py (42)
P0)=F, r>0

No sistema (42) a taxa de variagdo — tende a zero quando a populacao P
tende ao valor limite P,,. Para encontrar a solugao do sistema (42) utiliza-se a separagao

das variaveis e a técnica de fragoes parciais:

dT P
- rP(1 - —
dt rP-5-)
dT’
/— = /'rdt
P(i-#)
1 B
—p =) = [ at
/<P+ 1—P£> /T
P
11'1|P|—hl 1—P— = Tt‘i‘C
P(t)
In —rE| = rt+C
Py
P(t)
In _m
e Poc g 6Tt+c
P<t> o ert-i—C
(EEEOR
P(t) Py
() _ ert-i—C (43)



Utilizando-se P(0)

Py — P(0)

POPoo

P —F

Substituindo-se (44) em

P(t) Po
P — P(1)
b(t)
P, — P(t)

P(t) =

_PO)
on)

P(t

— PO + eTtPO) —
)
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= Py na equagao (43) tem-se:

(43) tem-se:

ot ol
rt PO

no_t

GTtP()POO
Poo - PO
€TtP0POO
e Py Py
Poo - P() + e’"tPO
€TtP0 . Poo
Py (g — ) +1
Py

Pso 1
<ertP0 et + 1>

P
P —r
(73 _ 1>e ty1

(45)

P(t) na expressao (45) é denominada Curva Logistica. Nesta expressao é per-

ceptivel que se t tende ao infinito entao

eTt

tende a zero e consequentemente P()

tende a P,,. Em outras palavras, ao longo do tempo a populagao tende a se estabilizar a

valores proximo da populagdo suporte.

Neste momento, serda mostrado um modelo utilizado em varios livros do PNLD,

como visto em Oliveira (2014).

Modelo 5: Decaimento Radioativo

De acordo com Cengel e Palm IIT (2014), os materiais que emitem radiagdes
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como Plutonio, Uranio, Radio e Carbono 14, decaem naturalmente para isétopos do
mesmo elemento ou ainda se tornam outros elementos. A taxa de decaimento é proporci-
onal a quantidade do elemento naquele instante. Este processo de decaimento é descrito
pela equacao linear de primeira ordem:

dM

- = —kt (46)
A constante k é conhecida como constante de desintegragao e M (t) é a quantidade de
material radioativo em fungao do tempo. Sendo M (0) = M, a massa inicial do elemento,

tem-se entao o problema de Cauchy:

M _
dt (47)

O sistema (47) pode ser resolvido analogamente ao que que foi feito no Modelo

de Eliminacao de alcool. A solucao é dada por:

M(t) = Mge ™ (48)

Os fisicos em vez de usarem a constante de 7 = % para estimarem o tempo de
decaimento, utilizam a meia vida, que representa o tempo necessario para que a massa
do material radioativo decaia pela metade. A meia vida de varios materiais foi obtida
experimentalmente em laboratorios e esta tabulada em varias publicacoes cientificas, de
acordo com Cengel e Palm III (2014).

Apés a meia vida, a quantidade de material radioativo inicial se reduz pela
metade, ou seja, M (t) = 70. Para encontrar uma féormula que relacione a meia vida com

a constante k, faz-se:

M,
5 = Vet
1
Lokt
2
27 = 1
In(2e ) = In(1)
In(2e™) = 0

In(2) —kt = 0
ko= —2 (49)

Utilizando a férmula (49) e o tempo de meia de vida do material radioativo,

encontra-se a constante de decaimento ou desintegracao do elemento requerido.
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4.3 Sequéncias Didaticas utilizando a Modelagem Matematica e o GeoGebra

Nesta subsecao serdo apresentadas e descritas as Sequéncias Didaticas (SD)
que compoem as etapas da pesquisa. Levando em consideracao a etapa de analise a priori
da Engenharia Didética, as variaveis locais, referentes a cada SD, serao relacionadas, bem
como os meios de viabilizacao da elaboragao e aplicagao das SD’s. Além disso, inicialmente
uma breve descri¢ao do software GeoGebra sera apresentada, bem como algumas de suas

funcionalidades.

4.3.1 O software GeoGebra

O GeoGebra! ¢ um software dindAmico de mateméatica para todos os niveis de
educagao que retne geometria, algebra, planilhas, graficos, estatisticas e calculo, em um
pacote facil de usar. Este software possui muitos usuarios ao redor do mundo e é lider,
apoiando ciéncia, tecnologia, engenharia, matematica e inovag¢ao no processo de ensino-
aprendizagem em todo o mundo. A Figura 6 apresenta a tela inicial da versao 5.0.139.0

para o sistema operacional Windows.

Figura 6 — Tela inicial do GeoGebra

AN

[2]

Fonte: Produzida pelo autor.

Para mais informagoes sobre os comandos basicos e exemplos de trabalhos
feitos com o uso deste software, podem ser usados como fontes de pesquisa o manual dis-

ponivel no site oficial do projeto Geogebra?, em alguns canais do Youtube e em referéncias

'Disponivel em https://www.geogebra.org/download
2<http://wiki.geogebra.org/pt/Manual >
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de autores como Giraldo, Caetano e Mattos (2012), Dantas e Ferreira (2014) e Dantas
(2016).

O site O GEOGEBRA? é um importante canal de divulgacio de materiais
educativos produzidos com o software. Segundo a descricao encontrada no proprio site:
“Este site é um espago para a divulgagcdo do software GeoGebra. Disponibilizamos materi-
ais e recursos para capacitar usudrios em seus aspectos técnicos e para fomentar reflexoes
sobre seu uso em situagoes de ensino e aprendizagem.”

O conhecimento e escolha deste software como ferramenta auxiliar durante o
processo de pesquisa ocorreu devido as leituras e analises de trabalhos de pesquisadores do
Campus Mucuri da UFVJM e que resultaram em publicagoes como Jardim et al. (2015),
Da Silva, Jardim e Carius (2016) e Pereira, Da Silva e Jardim (2017).

A partir deste momento, serao descritos os roteiros de construcao utilizados du-
rante a fase de experimentagao da pesquisa. Estes roteiros utilizaram as abas de criacao de
“Texto”, “Controle Deslizante” e os comandos ‘“‘CampoDeDirecoes| |, “‘ResolverEDO]

7, “AnimarConstrugaoDoGrafico| ] digitados no campo de “Entrada’ do software.

4.3.2 As Sequéncias Diddticas

As SD utilizadas durante a fase de execugdo do projeto de pesquisa, foram
elaboradas objetivando a simplicidade de manipulacao, sem deixar de lado a coeréncia
com os modelos estudados, bem como, a consisténcia das definigbes matematicas.

As SD foram divididas em duas partes: a primeira parte composta das Aulas
01 e 02, com aulas tedricas sem utilizacdo do GeoGebra. A segunda parte composta das
Aulas 03, 04 e 05 utilizando os modelos com o auxilio do GeoGebra.

A primeira parte serviu de preparacao para as etapas utilizando o a modelagem
matematica e o software GeoGebra, portanto nao havera hipotéses investigadas nesta

etapa.
Aula 01:

A Aula 01 foi composta pela apresentacao tedrica, de 60 minutos, sobre as
fungoes exponenciais e logaritmicas segundo Lima et al. (2012a) e Lima (2013) visando
apresentar aos discentes algumas nogoes bésicas sobre as fungoes supracitadas. Apods a
explicacdo, os estudantes responderam ao questionario 01, referente ao que foi discutido
na apresentacao.

Desta forma, ao responder ao questionario 01, é esperado que o estudante
relacione conceitos relativos as defini¢des e caracterizagoes das funcgdes exponenciais e

logaritmicas.

3<http:/ /www.ogeogebra.com.br>
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Aula 02:

A Aula 02 durou 80 minutos e abordou algumas nogoes de Modelagem Ma-
tematica. Ainda nesta aula, nocoes de equagoes diferenciais e de diferencas, nogoes de
funcoes continuas e discretas foram apresentadas aos estudantes. O objetivo era propiciar
aos discentes uma melhor compreensao sobre as etapas do processo de modelagem.

E esperado, ao responderem o questiondrio 02, que o discente relacione cor-
retamente ideias referentes aos seguintes itens: i) modelagem matemadtica; ii) equagoes
diferenciais; iii) equagoes de diferengas; iv) fungoes continuas e fungoes discretas.

A segunda etapa das SD contou com o auxilio do GeoGebra ao longo das aulas
03, 04 e 05. Nesta segunda etapa, a Modelagem foi utilizada na apresentacao e discussao
dos modelos propostos.

O publico alvo foi composto de 18 discentes dos semestres iniciais do BC&T
da Universidade Federal dos Vales do Jequitinhonha e Mucuri. O desenvolvimento das
atividades ocorreu no Laboratorio de Simulacao Computacional no Instituto de Ciéncia,

Engenharia e Tecnologia, da UFVJM, durante o més de Fevereiro de 2017.

Aula 03:

Para a Aula 03, os roteiros criados serao descritos detalhadamente a seguir.
Cada passo dos roteiros serao identificados por 1° passo, 2° passo,... e assim por diante.
Além de serem observados pelo pesquisador durante as atividades, os estudan-
tes responderam, no final, ao questionario 03. Este questionario auxiliou na analise a

posteriori das atividades.

Modelo: ‘“‘Eliminacao de alcool ingerido”
No GeoGebra:

12 Passo: A partir da andlise da teoria relacionada ao fenémeno, as hipdteses deveriam

ser relacionadas.

O objetivo do 12 passo foi possibilitar aos discentes a organizacao de algumas
informagoes sobre o fendmeno estudado. Com as informagoes coletadas na internet,
em livros de fisica e de célculo, os estudantes deveriam utilizar a ferramenta de
texto, bem como alguns comandos basicos em IXTEX, para relacionar na tela do
GeoGebra as informagoes pertinentes ao fenéomeno. Na Figura 7 ha um exemplo de

como este procedimento deveria ser feito;
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Figura 7 — Relacionando as hipéteses.

Considerando que a eliminagéo do dlcool do organismo é proporcional

a quantidade existente em cada instante, temos:

de

- =
c(0) =y

—ke

cy = concentracao inicial de alcool no sangue.
k = taxa de eliminacao de alcool pelos pulmoes.

Fonte: Produzida pelo autor.

Assim, era esperado pelo professor que o estudante, a par de informacoes signifi-
cantes contidas nos livros e internet, extraisse as ideias relevantes do fenémeno de

eliminagao de alcool ingerido, para converter em linguagem matematica.

22 Passo: Os controles deslizantes, com as constantes, seriam criados, Figura 8;

Figura 8 — Criando os controles deslizantes.

k=014
*

- 1
CO—L.T

s 4

Fonte: Produzida pelo autor.

O objetivo do 22 passo foi mostrar aos discentes como as constantes relacionadas

a este fendmeno poderiam assumir valores continuos especificos em um intervalo.
No 22 passo, era esperado que o discente criasse um controle deslizante com inter-

valo pertinente para cada constante.

32 passo: Adotando t =z e ¢ = y a fungao de duas variaveis f(¢,c) = —kc seria criada,

Figura 9;



63

Figura 9 — Criando funcio de duas variaveis f(z,y).

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferrame

R ARGl

1

» Janela de Algebra

Funcédo de Varias Vanaveis
® f(x,y) = —0.14y
Nomero

®c,=27

® k=014

Fonte: Produzida pelo autor.

O objetivo do 32 passo foi definir uma fungao de duas variaveis f(x,y).

Neste passo era esperado que o discente conseguisse vincular uma funcao de duas

S . N - . . C
variaveis relacionada a equacao diferencial i —kec.

4° passo: Criagao do campo de dire¢oes, com o comando: CampoDeDiregoes [<f(x,
y)>, <Numero n>, <Fator de Escala a>, <Min x>, <Min y>, <Max x>, <Max
y>|, referente & fungao f(z,y), com z sendo o tempo decorrido em horas e y a
concentracao de alcool em gramas por litro. Desta maneira, este campo de dire¢oes
mostra a tendéncia da concentragao em relagao ao tempo. Isto é feito antes de se

trabalhar com a resolugdo da equacgao diferencial referente ao problema, Figura 10;

Figura 10 — Criando o campo de diregoes de f(z,y).
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O objetivo deste passo foi mostrar ao discente uma possibilidade de visualizacao
grafica do comportamento do fenémeno em relagao ao tempo, sem ainda ter resolvido
a equacao diferencial. Os discentes utilizando as possibilidades: <Numero n>,
<Fator de Escala a>, <Min x>, <Min y>, <Max x>, <Max y> deveriam ajustar

a melhor visualizacao do campo de dire¢oes por meio de tentativas e erros.

Esperava-se que o discente vinculasse o campo de diregoes as possiveis solugoes do
sistema de equacao diferencial relacionado ao fenémeno. Também era esperado que

o discente conseguisse visualizar como o decaimento da concentracao ocorreria.

52 passo: Resolugdo do problema de valor inicial (50) com o auxilio do comando: Resol-

verEDO[ <f(x, y)>, <Ponto de > |, Figura 11. O <ponto de f> é (0, ¢y), onde c,

a concentracao inicial, ¢ um dos controles deslizantes definidos no 22 passo.

dc
% = f(ta C)

(50)
c(0) = ¢

O GeoGebra, ao resolver o sistema de valor inicial, d& como resposta o gréafico de
uma funcao exponencial decrescente. O grafico da solucao fica sobreposto ao campo

de dire¢oes criado no 4° passo.

Figura 11 — Resolvendo o problema de valor incial.
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Fonte: Produzida pelo autor.

O objetivo deste passo era que o estudante vinculasse a solugao grafica do problema

de valor inicial como uma das possiveis dire¢oes impostas pelo campo de diregoes.

Desta forma, era esperado que o estudante vinculasse a tendéncia de decaimento da
concentracao, prevista no campo de diregoes, a funcao exponencial decrescente da

solugao.
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62 passo: Apresentacao interativa da evolucao da solucao do problema de valor inicial em

relagdo ao tempo com auxilio do (Comando: AnimarConstrugaoDoGréfico| <Fun-

cao> |), Figura 12;

Figura 12 — Evolucao da solucao em relacao ao tempo
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Fonte: Produzida pelo autor.

O objetivo deste passo era simular, através da construcao dinamica do grafico, a

velocidade em que ocorre o decaimento da concentracao de alcool do organismo.

Esperava-se que o estudante conseguisse vincular o grafico dindmico, a uma simu-

lagado do decaimento da concentracao de alcool do organismo.

7° passo: Observacao das solugoes graficas do problema;

O objetivo deste passo era que o estudante analisasse as solucoes graficas do modelo.

Era esperado que o discente percebesse que quanto maior for ¢, ou seja, quanto
maior for a concentragao de alcool, mais rdpido esta concentracao decairia. Era
esperado que o estudante percebesse este fato pela curvatura do gréafico, que quanto

mais verticalizada maior seria a concentragao.

8¢ passo: Conclusoes finais sobre o modelo, tiradas pelos estudantes.

O objetivo deste passo era que o estudante relacionasse as fungoes de tipo expo-
nencial, com base e, com as questoes naturais, especificamente neste modelo de

eliminagao de 4lcool do organismo.

Era esperado que o estudante relacionasse o decaimento da concentracao de alcool
do organismo a func¢ao exponencial de base e, dada como resposta no 52 passo.
Esperava-se também que o discente percebesse a vantagem de se escrever a solugao
final como uma fungao do tipo exponencial sob a forma f(x) = be®”, com a base e,
porque esta expressao exibe explicitamente nao apenas o valor inicial b = f(0), como
também o coeficiente «, que estd intimamente ligado a taxa de crescimento/decai-

mento de f.
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Modelo: ‘““Lei do resfriamento de Newton’’
No GeoGebra:

1° passo: A partir da andlise da teoria relacionada ao fenémeno, as hipéteses deveriam
ser relacionadas. Na Figura 13 ha um exemplo de como este procedimento deveria

ser feito;

Figura 13 — Relacionando as hipdteses.

Lei do resfriamento de Newton

A taxa de variacdo da temperatura T de um corpo em resfriamento
é proporcional a diferenga entre a temperatura do corpo e a temperatura
ambiente Ta.

Hipéteses:
i) T =T(t)

i1) T, ¢ constante em relacao ao tempo

dT
ii) — = k(T -1,
iii) — ( )

Fonte: Produzida pelo autor.

O objetivo do 12 passo foi possibilitar aos discentes a organizacao de algumas
informacoes sobre o fenémeno relacionado a Lei do resfriamento de Newton. Com
as informacoes coletadas na internet, em livros de fisica e de calculo, os estudantes
deveriam utilizar a ferramenta de texto, bem como alguns comandos béasicos em

ITEX, para relacionar na tela do GeoGebra as informagoes pertinentes ao fenémeno.

Assim, era esperado pelo professor que o estudante, a par de informagoes signifi-
cantes contidas nos livros e na internet, extraisse as ideias relevantes do fenémeno
referente a Lei do resfriamento de Newton, para converter em linguagem matema-

tica.
22 passo: Os controles deslizantes, com as constantes, seriam criados (Figura 14);

Figura 14 — Criando os controles deslizantes.

Fonte: Produzida pelo autor.
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O objetivo do 22 passo foi mostrar aos discentes como as constantes relacionadas

a este fendmeno poderiam assumir valores continuos especificos em um intervalo.

No 22 passo, era esperado que o discente criasse um controle deslizante com inter-

valo pertinente para cada constante.

32 passo: Adotando t = x e T =y a funcdo de duas variaveis f(¢,7) = —k(T —T,) seria
criada (Figura 15);

Figura 15 — Criando func¢ao de duas variaveis f(z,y).

¢ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra X | v Janela de Visualizagao
Funcdo de Vérias Vanav T.=201
® f(x,y)= -1 (y— .a
Namero
°T,=26
e T =201 J

IFum;éo de Vdrias Varidveis f. f(x, y) = -k (y - TJ

Fonte: Produzida pelo autor.

O objetivo do 32 passo foi definir uma fun¢ao de duas variaveis f(z,y).

Desta maneira, era esperado neste passo que o discente conseguisse vincular uma

fun¢ao de duas varidveis relacionada a equacgao diferencial o= —k(T —T,), com

T, sendo a temperatura do ambiente.

4° passo: Criagao do campo de dire¢oes, com o comando: CampoDeDiregoes[<f(x, y)>,
<Numero n>, <Fator de Escala a>, <Min x>, <Min y>, <Max x>, <Max y>|,
referente a funcdo f(x,y), com z sendo o tempo decorrido em horas e y a tendéncia
da diferenca de temperatura em relagao ao tempo, medida em graus Celsius. Desta
maneira, este campo de dire¢bes mostra a tendéncia da temperatura em relagao ao
tempo. Isto é feito antes de se trabalhar com a resolucao da equacao diferencial

referente ao problema.

O objetivo deste passo foi mostrar ao discente uma possibilidade de visualizacao
grafica do comportamento do fendomeno em relagao ao tempo, sem ainda ter resolvido
a equacao diferencial. Os discentes, utilizando as possibilidades: <Numero n>,
<Fator de Escala a>, <Min x>, <Min y>, <Max x>, <Max y> do comando
deveriam ajustar a melhor visualizacao do campo de dire¢des por meio de tentativas

e erros. Na Figura 16 ha um campo de dire¢oes similar ao que se pede.
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de f(z,y).

irecoes

Figura 16 — Criando o campo de d
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52 passo: Resolugao do problema de valor inicial (51), com o auxilio do comando: Re-

solverEDO[ <f(x, y)>, <Ponto de f> |, Figura 17. O <ponto de > é (0,7j), onde

Ty, a temperatura inicial, ¢ um dos controles deslizantes definidos no 22 passo.

(51)

T(0) =T,
uma fungao exponencial decrescente. O gréafico da solugao fica sobreposto ao campo

O GeoGebra, ao resolver o sistema de valor inicial, d& como resposta o grafico de

de diregoes criado no 4° passo.

Figura 17 — Resolvendo o problema de valor inicial.
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O objetivo deste passo foi que o estudante vinculasse a solugao grafica do problema

de valor inicial como uma das possiveis dire¢oes impostas pelo campo de diregoes.

Desta forma, era esperado que o estudante vinculasse a tendéncia de decaimento
da diferenca de temperatura, prevista no campo de diregoes, a funcao exponencial

decrescente da solucao.

62 passo: Apresentacao interativa da evolucao da solucao do problema de valor inicial em
relagdo ao tempo com auxilio do (Comando: AnimarConstrugaoDoGréfico| <Fun-

cao> |).

O objetivo deste passo foi simular, através da construcao dinamica do grafico, a
velocidade em que ocorre o decaimento da diferenca de temperatura entre o ambiente

€ 0 corpo.

Esperava-se que o estudante conseguisse vincular o grafico dinamico, a uma simu-
lacdo do decaimento da diferenca de temperatura entre o corpo e o ambiente. Na

Figura 18, tem-se um exemplo do que é esperado.

Figura 18 — Evolucao da solucao em relacao ao tempo
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Fonte: Produzida pelo autor.

792 passo: Observagao das solugoes graficas do problema;
O objetivo deste passo era que o estudante analisasse as solugoes graficas do modelo.

Esperava-se que o estudante percebesse que quanto maior for diferenca de tempe-
ratura entre o corpo e o ambiente, mais rapido a temperatura 71" do corpo decairia.
Era esperado que o estudante percebesse este fato pela curvatura do grafico, mais

verticalizada quando a diferenca de temperatura é maior.

82 passo: Conclusoes finais sobre o modelo, tiradas pelos estudantes.
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O objetivo deste passo foi que o estudante relacionasse as fungoes de tipo exponen-
cial, com base e, com as questoes naturais, especificamente neste modelo relacionado

a Lei de resfriamento de Newton.

Era esperado que o estudante relacionasse o decaimento, da diferenga de tempera-
tura, a funcao exponencial de base e, dada como resposta no 52 passo. Esperava-se
também que o discente percebesse a vantagem de se escrever a solucao final como
uma fungao do tipo exponencial sob a forma f(z) = be**, com a base e, porque esta
expressao exibe explicitamente nao apenas o valor inicial b = f(0) como também o

coeficiente «, que esté intimamente ligado a taxa de crescimento/decaimento de f.

Modelo: ‘“Modelo de crescimento populacional de Malthus”
No GeoGebra:

12 passo: A partir da analise da teoria relacionada ao fenémeno, as hipéteses devem ser
relacionadas. Na Figura 19 ha um exemplo de como este procedimento deve ser

feito;
Figura 19 — Relacionando as hipdéteses.

A populagéo P(t) 1o instante ? assume somente valores inteiros sendo pois
uma fingéio discreta de © , entretanto, quando o niimero de individuos é

. > N
suficientemente grande, P(t ) pode ser aproximado por uma fungéo

continua, variando continuamente no tempo.

A proporgio de individuos reprodutores permanece constante
durante o crescimento da populagéo e as taxas de fertilidade
"' e de mortalidade "' sejam constantes. Supde-se também
que a espécie tem recursos ilimitados e nfio interage com

competidores ou predadores.
MODELO DISCRETO  MODELO CONTINUO
= 1P
Pa=(14+a)P {?_,jp(f)
P(0) = Ry “
P(0) = P,
G=(l+ a)

a=n-—m

Fonte: Produzida pelo autor.

O objetivo do 1° passo foi possibilitar aos discentes a organizacao de algumas
informagoes sobre o fendmeno estudado. Com as informagoes coletadas na internet,
em livros de fisica e de calculo, os estudantes deveriam utilizar a ferramenta de
texto, bem como alguns comandos bésicos em KIEX, para relacionar na tela do

GeoGebra as informacoes pertinentes ao fendmeno.
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Assim, era esperado pelo professor que o estudante, a par de informagoes signifi-
cantes contidas nos livros e internet, extraisse as ideias relevantes do fenémeno de
crescimento populacional segundo Malthus, para converter em linguagem matema-

tica.
22 passo: Os controles deslizantes, com as constantes, sdo criados (Figura 20);

Figura 20 — Criando os controles deslizantes.

Fonte: Produzida pelo autor.

O objetivo do 22 passo foi mostrar aos discentes como as constantes relacionadas

a este fendmeno poderiam assumir valores continuos especificos em um intervalo.

No 2¢ passo, era esperado que o discente criasse um controle deslizante com inter-

valo pertinente para cada constante.

32 passo: Adotando t = z e P = y a fungao de duas variaveis f(t,P) = P é criada
(Figura 21);

Figura 21 - Criando fung¢ao de duas variaveis f(z,y).

Funcdo de Vdrias Varnav Populagao(mil)
* f(x‘V:' 0.01y 11 mil
Numaio Funcdo de Vérias Varidveis f. f(x, y) = B '_.rl
e P,=02 :
10mil 4
® Bg=001
Texto

- . a_ - mil

Fonte: Produzida pelo autor.

O objetivo do 32 passo foi definir uma fungao de duas variaveis f(x,y).

Desta maneira, era esperado que o discente conseguisse vincular uma func¢ao de duas

variaveis relacionada a equacao diferencial o= kP.

42 passo: Criagao do campo de direges, com o comando: CampoDeDiregoes|[ <f(x, y)>,

<Numero n>, <Fator de Escala a>, <Min x>, <Min y>, <Max x>, <Max y> |,
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referente a funcdo f(x,y), com z sendo o tempo decorrido em horas e y a populagao.
Desta maneira, este campo de dire¢does mostra a tendéncia de crescimento popula-
cional em relagdo ao tempo. Isto é feito antes de se trabalhar com a resolucao da

equagao diferencial referente ao problema, Figura 22;

Figura 22 — Criando o campo de diregoes de f(x,y).
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Fonte: Produzida pelo autor.

O objetivo deste passo foi mostrar ao discente uma possibilidade de visualizacao
grafica do comportamento do fenémeno em relagao ao tempo, sem ainda ter resolvido
a equacao diferencial. Os discentes utilizando as possibilidades: <Numero n>,
<Fator de Escala a>, <Min x>, <Min y>, <Max x>, <Max y> do comando
supracitado deveriam ajustar a melhor visualizagao do campo de dire¢cbes por meio

de tentativas e erros.

Desta maneira, era esperado que o discente vinculasse o campo de diregoes as pos-
siveis solucoes do sistema de equacao diferencial relacionado ao fenémeno. Era
esperado que o discente conseguisse visualizar como o crescimento populacional

ocorre.

52 passo: Resolugdo do problema de valor inicial (52) com o auxilio do comando: Re-

solverEDO[ <f(x, y)>, <Ponto de f> |, Figura 23. O <ponto de f> é (0, F,), onde
Py, a populagao inicial, ¢ um dos controles deslizantes definidos no 22 passo. O

GeoGebra, ao resolver o sistema de valor inicial, d4 como resposta o grafico de uma
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funcao exponencial crescente. O grafico da solugao fica sobreposto ao campo de

diregoes criado no 4° passo.

dpP
(52)
P(0) = F

12mil

10mil

amil

Bmil

amil

2mil

omil
Oanos 2anos 4anos Banos Banos 10anos 12anos 14anos 1

Fonte: Produzida pelo autor.

O objetivo deste passo foi que o estudante vinculasse a solu¢ao gréafica do problema

de valor inicial como uma das possiveis dire¢oes impostas pelo campo de diregoes.

Desta forma, era esperado que o estudante vinculasse a tendéncia de crescimento
da populagao, prevista no campo de dire¢oes, a funcao exponencial crescente da

solucao.

62 passo: Apresentacgao interativa da evolucao da solucao do problema de valor inicial em
relagdo ao tempo com auxilio do (Comando: AnimarConstrugaoDoGréfico| <Fun-

cao> |), Figura 24;

O objetivo deste passo foi simular, através da construcao dindmica do grafico, a

velocidade em que ocorre o crescimento da populacao.

Esperava-se que o estudante conseguisse vincular o grafico dinamico, a uma simu-

lacao do crescimento da populacao.

7° passo: Observacao das solugoes graficas do problema;
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Figura 24 — Evolugao da Populagao em relagao ao tempo
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Fonte: Produzida pelo autor.

O objetivo deste passo foi que o estudante analisasse as solugoes graficas do modelo.

Era esperado que o discente percebesse que quanto maior for a populacao, mais
rapido esta populacao crescera. Era esperado que o estudante percebesse este fato

pela curvatura do grafico, mais verticalizada quando a populagao for maior.

82 passo: Conclusoes finais sobre o modelo, tiradas pelos estudantes.

O objetivo deste passo foi que o estudante relacionasse as fungoes de tipo expo-
nencial, com base e, com as questoes naturais, especificamente neste modelo de

crescimento populacional de Malthus.

Era esperado que o estudante relacionasse o crescimento populacional a funcao
exponencial de base e, dada como resposta no 52 passo. Esperava-se também que
o discente percebesse a vantagem de se escrever a solugao final como uma funcao
do tipo exponencial sob a forma f(z) = be®”, com a base e, porque esta expressao
exibe explicitamente nao apenas o valor inicial b = f(0) como também o coeficiente

a, que estd intimamente ligado a taxa de crescimento/decaimento de f.

Aula 04:

Na Aula 04, a partir dos roteiros de construgdo da Aula 03, os estudantes

deveriam trabalhar com o modelo de decaimento radioativo e de eliminagao de drogas do

organismo. Os passos a seguir, destes dois modelos, sao semelhantes ao que foi feito nos

modelos da Aula 03, logo nao serao detalhados nesta etapa.

O objetivo da construcao destes modelos, pelos estudantes, foi que conseguis-

sem utilizar os conhecimentos adquiridos na aula anterior e construir seus proprios modelos

utilizando a teoria encontrada nos livros de célculo e na internet.
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Desta forma, era esperado que os estudantes construissem os modelos e per-
cebessem a importancia das taxas de variagoes e dos campos de diregoes nas construgoes

dos modelos.
Aula 05:

Na Aula 05, para construir o Modelo de crescimento populacional Logistico
continuo (Verhulst), os estudantes deveriam pesquisar dados de cidades no site* do IBGE.
Os dados pesquisados de cada cidade eram referentes as populagoes, segundo os Censos
realizados entre os anos de 1970 e 2010.

No GeoGebra, para a utilizacao deste Modelo de Verhulst, foi necessario a

utilizagao da Planilha do software, Figura 25.

Figura 25 — Janelas de Algebra, de Visualizacio e Planilha abertas ao mesmo
tempo.

Arquivo Editar Bxibir Opgles Ferramentas Janela Aluda Entrar

A AEIMelol<N=]+]

» Janela de Algebra X[ > Janela de visualizagéo

=

~ Fianina &
Alv EEEEY [0
A s [ o[ o] ¢ P e

Entrada:

Fonte: Produzida pelo autor.

Os dados sdo inseridos nas células das planilhas e, em seguida, é necessario
selecionar as colunas referentes ao tempo decorrido em anos, desde a primeira afericao
do Censo para aquela cidade, junto com a coluna referente a populagdo em cada ano
referido. Depois, deve-se utilizar a ferramenta de Analise Bivariada e selecionar como
curva de ajuste de dados o Modelo Exponencial ou o Modelo Logistico. A Figura 26

ilustra esta construcao.

4 <http://www.cidades.ibge.gov.br/v3/cidades/home-cidades>



76

Figura 26 — Construgao dos modelos Logisticos.
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Fonte: Produzida pelo autor.

Esta atividade pode ser feita utilizando os dados discretos obtidos no site
do IBGE e as recorréncias. Sendo assim esta etapa pode ser adaptada para atividades
relativas do Ensino Médio.

O principal objetivo desta atividade foi que o estudante conseguisse relacionar
dados reais as fungoes exponenciais, e obter previsoes aproximadas da populagao ao logo
do tempo.

Esperava-se que o estudante conseguisse relacionar, da melhor maneira possi-
vel, através do ajuste de curvas do GeoGebra os dados populacionais e as fun¢des expo-
nenciais. Também era esperado, que o estudante comparasse a construcao do modelo de
Malthus com a construcao do modelo de Verhulst e que o estudante tivesse autonomia

para trabalhar com os dados e propor novas relagoes.
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5 APLICACAO DAS SEQUENCIAS DIDATICAS

Esta secao apresenta como as sequéncias didaticas foram aplicadas. Para facili-
tar o entendimento da dinamica de interacao com os estudantes, a Figura 27 mostra como

ocorreram as etapas das atividades dentro do Laboratoério de Simulacao Computacional.

Figura 27 — Organograma com as etapas da experimentagao.

ENTREVISTA INTRODUTORIA E ENTREVISTA EXPLORATORIA
AULA TEORICA SOBRE AS FUNCOES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS

QUESTIONARIO 01

AULA TEORICA SOBRE NOGOES BASICAS DE MODELAGEM MATEMATICA COM EQUAGOES DIFERENCIAIS E EQUAGOES DE
DIFERENCAS

EXPERIMENTACAO

QUESTIONARIO 02

CONSTRUGCAO DE MODELOS PELO PESQUISADCR (LEI DO RESFRIAMENTO DE NEWTON; ELIMINAGAO DE ALCOOL PELO SANGUE; MODELO)
DE CRESCIMENTO POPULACIONAL DE MALTHUS

QUESTIONARIO 03

CONSTRUGAO DE MODELOS PELOS ESTUDANTES NO GEOGEBRA

UTILIZAGAO DR DADOS DO SITE DO IBGE E AS FUNGCOES DE RE'GRESSAO DO GEOGEBRA PARA MODELAR O CRESCIMENTO
POPULACIONAL DE ALGUMAS CIDADES ATRAVES DE CURVAS LOGISTICAS E EXPONENCIAIS.

QUESTIONARIO 04 E QUESTIONARIO 05

Fonte: Produzida pelo autor.

Nesta etapa da descricao da pesquisa, as transcrigoes das respostas dos dis-
centes serdo indicadas, para termos de organizacao visual das informacoes, como: R1
Resposta 1, R2 Resposta 2, ..., R5 Resposta 5,..., de maneira que estas numeracoes nao
indicam que as respostas R1 de duas perguntas diferentes pertencam ao mesmo estudante.
E importante ressaltar que nem todas as respostas a cada pergunta foram transcritas nesta
parte do texto, pois algumas foram similares as respostas dos outros estudantes e por isso

nao foram utilizadas.

5.1 Entrevistas iniciais

Antes da aplicacao das SD, foram feitas, através de questionarios descritivos,
as Entrevistas Introdutéria e Exploratoria. As entrevistas serviram como a verificagao
cognitiva das analises prévias para relacionar aspectos ligados ao modo como os cursistas
estudam Matemaética.

Na Aula 01, os estudantes reponderam em 10 minutos ao ‘‘Questionario Intro-
dutério” para fornecer informacoes de como eles estudam Matematica e quais as fontes

auxiliares de estudo que utilizam.
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Inicialmente, foram aplicados questionarios diagnésticos através da plataforma
GoogleForms, com o intuito de verificar as dificuldades encontradas pelos discentes sobre
as fungoes exponenciais e logaritmicas.

Embora as intervencoes tenham sido aplicadas com discentes dos primeiros
semestres do curso de BC&T da UFVJM, Campus do Mucuri, o estudo das fungoes
supracitadas ocorre inicialmente no ensino médio. Sendo assim, as dificuldades oriundas
desta etapa do sistema de ensino causam muitas dificuldades aos discentes de um curso de
Ciéncia e Tecnologia com disciplinas como o Célculo, por exemplo. Através da Entrevista
Introdutoria, respondida por 17 estudantes, foram construidos os graficos das Figuras 28,
29, 30 e 31.

Figura 28 — Entrevista Introdutoéria

Qual o seu nivel de compreenséao dos assuntos matematicos na escola/
universidade?

@ Compreendo as explicagées e
com ajuda extra (colegas ou
professor particular) vou bem
nas provas/trabalhos.

@ Compreendo as explicagfes e
consigo ir bem nas provas/
trabalhos.

@ Compreendo as explicagbes,

mas ndo vou bem nas provas/
trabalhos.

Fonte: Produzida pelo autor.

Figura 29 — Entrevista Introdutoéria

Quanto tempo vocé dedica para estudar
matematica em casa?

@ Mais de 4 horas
semanais.

@ De 1 até 3 horas
por semana.

@ Menos de 1 hora
por semana.

@ De 3 até 4 horas
por Semana.

Fonte: Produzida pelo autor.
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Figura 30 — Entrevista Introdutéria

Se vocé estuda matematica em casa, quais suas fontes de
ajuda e de pesquisa?

@ Videcaulas em sites
como o YOUTUBE.

@ Livros didaticos
impressos e em
formato digital na
internet.

@ Apenas livros
didaticos e anotagdes
feitas na sala durante
aaula

Fonte: Produzida pelo autor.

Figura 31 — Entrevista Introdutéria

Em relagédo a programas de computador que
ajudam no ensino da matematica:

@ Ja utilizou algum.

@ Conhece algum/
alguns, mas nunca
utilizow.

@ Ja ouviu sabre,
mas nao conhece
nenhurm.

Fonte: Produzida pelo autor.

Ao analisar os gréaficos das Figuras 28, 29, 30 e 31 observa-se que 52,9% do
grupo de estudantes disse compreender os assuntos explicados com alguma ajuda extra,
como colegas ou tutores particulares. Cerca de 41, 2% dos discentes entrevistados disseram
dedicar mais de 4 horas semanais ao estudo de matematica em casa, fato explicado por
estarem cursando o Curso de BC&T na UFVJM que exige este nivel de dedicacao. Outro
fato importante notado, é que 64, 7% dos entrevistados tem como fonte de pesquisa para
os estudos livros didaticos impressos e digitais e 29, 4% utilizam videoaulas do YouTube
ou outras plataformas.

O grafico da Figura 31 mostra que 82,4% dos estudantes entrevistados ja

utilizaram algum programa que auxiliasse no aprendizado de Matematica. Este fato se
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deve principalmente a estes discentes ja estarem nos primeiros semestres do BC&'T, onde,
por exemplo, ja tiveram contato com o GeoGebra. Desta maneira, nao foram necessarias
aulas introdutérias sobre o software.

O segundo questionario aplicado aos cursistas, a Entrevista Exploratéria, ser-
viu para se ter nogao do que os discentes lembravam sobre o que viram no ensino médio,
sobre fungoes exponenciais e logaritmicas. Na Figura 32 é observado um cursista utili-

zando a plataforma para responder a entrevista.

Figura 32 — Cursista respondendo a Entrevista Exploratdéria

Fonte: Produzida pelo autor.

Como ¢é percebido nas Figuras 33 (a) e (b), apenas 47, 1% dos discentes en-

trevistados estudaram funcoes exponenciais no ensino médio e 52, 9% estudaram funcoes

logaritmicas.
Figura 33 — Entrevista Introdutéria
Vocé estudou as Fungoes Exponenciais no Vocé estudou as Fungdes Logaritmicas no
Ensino Médio? Ensino Médio?

@ Nao @ Nao
@ Sim ® Sim

(a) (b)

Fonte: Produzida pelo autor.
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Na Figura 34, aparecem as respostas a pergunta ‘“‘Diga com suas palavras o

que aprendeu sobre tais fungdes [exponenciais]?”. Considerando apenas os 47,1% que

responderam afirmativamente a primeira pergunta, aparecem respostas como:

R1 ““Contetdos bdsicos sendo introduzidos apenas conceitos superficiais.”,

¢

‘.. grdficos e

resolugao com tabelas.”.

R2 “‘Resolugdo, grdficos e raizes.”.

Figura 34 — Diga com suas palavras o que aprendeu sobre tais fung¢ées [expo-
nenciais]?

Diga com suas palavras o que vocé aprendeu sobre tais fungoes?

Nem sabia que existiam. Nem sabia que existia 0 numero neperiano.

Nada, porque nao foi dado em sala de aula

Contetido bésico, sendo introduzidos apenas conceitos superficiais.

No Ensino Médio aprendi o basico das fungoes, como algumas caracteristicas

Nao estudei essa fungao no ensino médio, portanto nao aprendi nada sobre ela.
Aprendi no ensino medio apenas o basico sobre elas, gréfico e resolug@o com tabela
N/D

Em minha escola este tipo de fungéo foi apresentada mas ndo explicada.

Nao aprendi nada em sala de aula, pois nao foi ministrado tal contetdo.

Aprende sobre as funcgoes lineares e sobre as fungoes de segundo grau exclusivamente.
Tive até uma boa quantidade de exercicios de ambas as fungdes o que me fez recordar um pouco quando
alcancei 0 ensino superior.

Contudo, nao sabia para que elas serviriam ou em que elas seriam usadas, pois o aprendizado foi totalmente
baseado em resolugoes de exercicios.

Na escola apenas foi apresentado a fungao, sendo uma varidvel como expoente. Mas nao foi estudado a fundo
com apresentacao do contetido e exercicios.

Aprendi de forma basica,como se comporta graficamente e calculéd-las .

Sao fungdes em que a incognita aparece no expoente. Crescem ou diminuem muito répido.

Sao fungoes do tipo e*x, podendo x ser qualquer nimero real, que sdo usadas também em fungoes logaritmicas.
Aprendi que sao fungdes do tipo e*x, sendo x qualquer nimero real.

Na verdade ndo me lembro muito bem o que aprendi no ensino medio sobre essas fungdes

Resolucao, Gréficos e Raizes

Fonte: Produzida pelo autor.

Estas respostas corroboram Masetti e Pires (2014) que, em sua andlise, mos-

tram a preferéncia dos materiais didaticos do PNLD 2015 em utilizar exercicios procedi-

mentais.
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Em sequéncia foi perguntado aos cursistas “‘Qual método de ensino foi usado
pelo seu professor?”. Novamente, foram consideradas para analise as respostas dos alunos
que estudaram o assunto fung¢oes exponenciais no ensino médio como pode ser visto na

Figura 35.

Figura 35 — Qual método de ensino foi usado pelo seu professor?

Qual método de ensino foi usado pelo seu professor?

Nenhum

Nenhum

Nao me foi passado o contetido em sala de aula.

Método basico de ensino, sendo constituido por explicagao e aplicagao de exercicios.
Aulas utilizando a apostila

Utilizava o quadro para demonstragao

0 meu professor do ensino médio apresentou o formato da fun¢éo no quadro, mas néo aprofundou sobre o
assunto.

Nenhum

Demonstragao de como se resolvia uma equagoes do primeiro e segundo e a aplicagao de varios exercicios.

Nenhum, apenas foi apresentado o modelo da fungéo na sala de aula.
Exercicios ,explicagoes em sala (no quadro),e uso do livro didético .
Explicagao da matéria seguindo o livro didatico.

Foi utilizado o quadro, slides, introdugao ao software Geogebra.

Foi feito uso do aplicativo Geogebra, e em sala de aula, passando o conhecimento em palavras, exemplos e
gréficos.

Naéo consigo recordar da metodologia

Teorico

Fonte: Produzida pelo autor.

Surgiram como respostas:

R1 .. explicagio e aplicacio de exercicios.”
R2 “‘Aulas utilizando a apostila.”
R3 ‘‘..apresentou o formato de fung¢do no quadro...”

R4 ““.. uso do livro didatico.”’

Novamente é observado a influéncia da utilizacdo dos livros didaticos e suas
atividades de cardter procedimental, vistas em Masetti e Pires (2014). E interessante

notar que dois cursistas responderam:
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R6 ‘.. introducdo ao software GeoGebra.”

R7 “Foi feito uso do aplicativo GeoGebra, e em sala de aula, passando o conhecimento

em palavras, exemplos e grificos.”

A segunda resposta ressalta a utilizagao do software para construir o grafico da
funcao, utilizagao ja prevista desde os anos 1990 em Borba (2007). Contudo, pelos relatos
dos estudantes, percebe-se que a utilizacdo do software foi feita de forma superficial,
pois como afirma Valente (1999), a abordagem citada pelos discentes tem o computador
utilizado para informatizar os processos de ensino existentes. O autor ainda afirma que
esta abordagem facilitou a implantacdo do computador na escola, pois nao quebra a
dindmica por ela adotada, nao exige muito investimento na formacao do professor, mas no
entanto, os resultados em termos da adequacao dessa abordagem no preparo de cidadaos
capazes de enfrentar as mudancas que a sociedade esta passando sao questionaveis.

Na pergunta “Vocé teve dificuldade na aprendizagem destas fung¢oes? Em caso
afirmativo diga quais dificuldades.”, como pode ser visto na Figura 36 , as respostas foram
inconclusivas, pois os cursistas que estudaram as fun¢des exponenciais nao especificaram

as dificuldades que tiveram e deram respostas como:

R1 “Sim, pois a compreensao era complicada e quase nao sabia como resolvé-las.”

R2 “‘Pode-se dizer que sim, pois quando acrescenta-se exponenciais a outras fungoes, as

mesmas tornam-se pouco complicadas.”

Apenas uma resposta foi especifica:

R3 “SIM, construir grdaficos.”

Figura 36 — Vocé teve dificuldade na aprendizagem destas funcées? Em caso
afirmativo diga quais dificuldades.

1Vocé1eve dificuldade na aprendizagem destas funcdes? Em caso afimativo diga quais dificuldades

SIM, construir graficos

essa funcéo no ensino médio, portanto n@o aprend nada sobre ela

Sim, reconhecer a funcao

N&o, pois néo me foi apresentada tais funcdes

Sim, pois eu so tive acesso a este tipo de estudo no Ensino Superior na disciplina de Calculo 1
N&o, pois nédo foi apresentado tal conteddo

N&o, pois naquela época para resolver vocé teria somente que diferenciar a forma como ina resolver, o que se baseava em soma, subtracéo, divisdes e multiplicacao.
Sim, pois s6 aprendi apds o ensino medio

Sim ,pois a compreensdo era complicada e quase n&o sabia como resolvé-las

Na&o

Pode-se dizer que sim, pois quando acrescenta-se exponenciais a outras funcdes, as mesmas tomam-se pouco complicadas

Sim, pois ndo tendo boa base no ensino médio o "novo” acaba sendo complicado, pois tem também o tempo curto para se aprender.

Fonte: Produzida pelo autor.
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Analisando as respostas sobre a pergunta ‘‘Diga com suas palavras o que apren-
deu sobre tais fungoes [logaritmicas|?”’, na Figura 37 é observado que estas fungoes foram

pouco trabalhadas no ensino médio dos cursistas.

Figura 37 — Diga com suas palavras o que aprendeu sobre tais fungdes [loga-
ritmicas]?

Diga com suas palavras o que vocé aprendeu sobre tais fungoes? (17 espostas)

Nem sabia que existiam. Sabia que existia o logaritmo, mas também n&o sabia o que era.
Nada, porque ndo foi dado em sala de aula

Apenas o contetdo basico da matéria em questao.

Néao lembro de ter aprendido essa matéria

Aprendi essa fungdo de forma superficial, ent@o vi pouca coisa, como o que era a base, como se comportava
essas fungdes graficamente e como calcular as mais simples.

Eu ndo lembro muita coisa a respeito

N/D

Eu néo vi este tipo de fungdo no meu ensino médio.

Néo aprendi nada em sala de aula, pois nao foi ministrado tal contetdo.

N&o, ndo aprendi sobre estas funges no ensino médio.

Nao aprendi fungdes logaritmas no ensino médio,

Bem pouco ,0 basico ,como seu comportamento no grafico e como se calcula.Mas nao foi muito utilizada em
todo meu ensino médio, pois era dada de forma simples esse contetdo.

N&o lembro.
Sao fungbes que podem ser usadas em variadas areas de atuagdes, sua forma algébrica, e alguns usos.

No ensino médio aprendi apenas o basico, como por exemplo as propriedades do logaritimo, o seu gréfico, e a
forma da fungao.

A forma geral da fungao, graficos e as propriedades logaritmas

Resolucées e Graficos

Fonte: Produzida pelo autor.

Destacando-se as seguintes respostas:

R1 ‘““Nem sabia que existiam[as fungées logaritmicas]. Sabia que existia o logaritmo, mas

também nao sabia o que era.”’

R2 “Aprendi essa funcio de forma superficial, entdo vi pouca coisa, como o que era
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a base, como se comportava essas fungoes graficamente e como calcular as mais

simples.”

R3 “No ensino médio aprendi apenas o bdsico, como por exemplo as propriedades do

logaritimo (sic), o seu grifico, e a forma da fun¢do.”.

Nestas transcri¢coes das respostas dos cursistas, é notada mais uma vez a in-
fluéncia de exercicios procedimentais e repetitivos.
Quando foram questionados sobre o método de ensino do professor para ensinar

funcoes exponenciais, os cursistas responderam:

R1 “FExposicao tradicional de conceitos e aplicacao de exercicios.”
R2 ‘““Livro didatico e explicagio no quadro.”

R3 ““Ele copiou a matéria no quadro e explicou e passou questoes para fazer.”

Apenas um estudante respondeu que o software foi utilizado na construgao do

grafico:

R4 ““Foi feito uso do aplicativo GeoGebra como forma de demonstracao mais prdatica, e

em sala de aula através de exemplos e demonstracoes manuais dos graficos.”

Finalmente, em relagdo as dificuldades de aprendizagem dos estudantes em
relacao as fungoes logaritmicas, eles relataram pouco tempo de estudo, dificuldade para

desenhar os graficos e até confundiram com as fungoes exponenciais:

R1 “..pelo fato de o estudo dessas funcgoes ter sido feito em um curto periodo de tempo.”
R2 ‘.. Dificuldade para a resolucio da funcao e para o desenho do grdfico.”

R3 ‘‘..as vezes trocava os wvalores da base e expoente, e tive dificuldade em conseguir

pegar as propriedades.”.

Contudo, os cursistas ndo especificaram claramente quais habilidades e con-

teudos tiveram dificuldade.

5.2 Sequéncias Didaticas

Aula 01:
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Nesta aula, os objetivos da pesquisa foram esclarecidos para os estudantes e
ficou combinado que, apos assistir a explanacao de 60 minutos, eles deveriam responder
ao questionario proposto.

Além disso, foi especificado aos estudantes que algumas fotografias seriam
tiradas como ilustracao do trabalho e que questionamentos pertinentes ao assunto, feitos
por eles, seriam bem-vindos.

A aula tedrica sobre as fungoes exponenciais e logaritmicas, tendo como base
Lima et al. (2012a) e Lima (2013) foi realizada. Em sequéncia, 15 estudantes responderam
ao ‘“‘Questionario 01"’ e agora as respostas serao analisadas.

No Questionario 01, em relacao ao pedido ‘‘Descreva e justifique quais as prin-
cipais caracteristicas da funcao exponencial vocé percebeu e gostaria de destacar.”’, varias
informagoes pertinentes foram relacionadas pelos cursistas. Nestes trechos, os cursistas
conseguiram relacionar propriedades das fun¢des exponenciais, bem como a variac¢ao, do-

minio e imagem:

R1 ““A definicdo de fungoes exponenciais é que a variagao relativa depende apenas de um
acréscimo h, e nao da variavel x em si. Um exemplo de utilidade para transfor-
mar uma Progressio Aritmética em Geométrica. FEla tem também por propriedade

transformar uma soma em produto.”

R2 “Funcgdo exponencial é um numero elevado a uma incégnita. Ela depende apenas do
acréscimo e nao da varidvel, vai do conjunto dos numeros reais para 0s Teais posi-
tivos, € uma funcao mondtona e injetora e sua principal propriedade é transformar

a soma em multiplicagcdo, ex: transforma uma PA em PG.”

O pedido seguinte ‘“Relacione as principais caracteristicas das fungoes inversas
das funcoes exponenciais.”’, teve respostas onde destacam-se a transformacao de produtos
em soma, propriedade da func¢ao logaritmica e o fato de apenas fungoes bijetoras possuirem

inversas:

R1 “A funcdo logaritmica tem o dominio real positivo e a imagem real e ela € o inverso

das exponenciais.”’

R2 “FElas sao mondtonas e injetivas enquanto uma transforma soma em produto outra

transforma produto em soma.”

R3 ““Para uma funcdo ser inversa, ela deve ser bijetora. Tem a capacidade de transformar

soma em multiplicagio. A fungao inversa da exponencial é a logaritma (sic).”

A terceira descricao pedida ‘“‘Relacione as principais caracteristicas da funcao
logaritmica.” tinha o intuito de descobrir se os estudantes perceberam que de fato a

funcao logaritmica ¢é a funcao inversa da exponencial. Estas transcrigoes mostram que os
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estudantes perceberam o fato da funcao logaritmica ser a fun¢ao inversa da exponencial,
bem como o fato de uma das suas principais caracteristicas ser a de transformar produtos

em somas:

R1 “A funcgdo logaritmica tem o dominio real positivo e a imagem real e ela € o inverso

das exponenciais. A funcgdo logaritmica transforma produto em soma.”

R2 “As funcoes logaritmicas sdo as inversas das erponenciais, auxiliam no processo de
modelagem matemdtica, e tem por principal caracteristica converter produto para

soma.”’

Para o ultimo pedido de descrigdo deste questionario, ‘‘Descreva e justifique
quais as principais caracteristicas da fun¢ao exponencial de base e.”” é necessario ressaltar
que os cursistas ja haviam estudado Calculo Diferencial e Integral, segundo a grade curri-
cular do curso de BC&T. Desta forma, a aula inicial teve referéncias a taxas de variagao,

integracao, etc., influindo nas respostas, que foram, por exemplo:

R1 “A funcdo exponencial de base e’ apresenta inclina¢ao igual a seu valor. Logo, a
variacao dessa func¢do sempre tem relacdo com seu valor. Ela nos permite avaliar
fenomenos em que o crescimento ou decrescimento tenha relagio direta com sua
quantidade medida. Asim sao muitos fendmenos naturais, logo, sempre € a melhor

op¢ao avaliar tais fenomenos usando fungoes exponenciais.”

R2 “Através das funcgoes exponenciais de base ‘e’ pode identificar facilmente a taxa de

crescimento ou decrescimento de um fenomeno.”

R3 ““Possui um crescimento e decrescimento muito alto, além disso ‘e’ possui integral e

derivada igual. Ha uma fdcil visualizagdo e por isso € muito utilizada na ciéncia.”.
Aula 02:

Nesta aula, os discentes assistiram a uma aula tedrica de 80 minutos sobre no-
¢oOes basicas de Modelagem Matematica com equagoes diferenciais e equagoes de diferen-
cas segundo Bassanezi (1999), Bassanezi (2014), Biembengut e Hein (2002) e Biembengut
(2009), depois eles responderam em 30 minutos ao ‘“Quesionério 02’ sobre os principais
pontos da aula.

Em resposta a solicitagdo do Questionario 02 “‘Descreva o que vocé entendeu
sobre Modelagem Matematica.”, os discentes foram condizentes com Andrews e Mclone
(1976) que afirmam que um modelo matemdtico é um objeto matematico abstrato, sim-

plista representado uma parte da realidade:

R1 ““Do fenémeno vocé tira inferéncias, dados, hipoteses (Teoria intrinseca). Através

disso vocé cria modelos simplistas e trabalha em cima do modelo, fazendo previsoes
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sobre o fenomeno. Quanto mais o modelo se aprorima da realidade mais complexo,
mais dificil para ser aplicado, trabalha-se mais com o computador e a modelagem

fica mais precisa.”’

Por esta descricao percebe-se que os cursistas conseguiram descrever de forma
pertinente o processo de modelar matematicamente.

Para responder a solicitagao ‘‘Descreva quais as principais caracteristicas que
vocé percebeu sobre a Modelagem Matematica.” os estudantes utilizaram expressoes

CO1mo:

R1 ‘.. objetivo de fazer previsoes de fenomenos estudados’
R2 “‘Pesquisa teorica, criacao de hipoteses, criacao de modelos simples...”

R3 “Trabalha com taxas de variacao’™

Observando os depoimentos apresentados nas descri¢oes, percebeu-se um en-
tendimento sobre os objetivos de fazer modelagem, por parte dos cursistas. Para prosse-
guimento das intervencoes, seria necessario um conhecimento prévio dos discentes sobre
equacoes diferenciais e de diferencas, entao a aula tedrica nesta intervencao foi necessaria.

Respostas na Figura 38.
Figura 38 — Vocé ja tinha ouvido ou visto algo sobre equagdes diferenciais?

Vocé ja tinha ouvido ou visto algo sobre equagoes diferenciais? Em caso

afirmativo descreva o que vocé ja ouviu ou viu sobre.
(13 respostas)

Sim, equagoes diferenciais sdo aquelas que envolvem derivadasnimeros e igualdades de uma fungéo
Sim, s@o calculos que envolvem igualdade, nimeros, uma ou mais derivadas de fungao.
Sim, nas aulas de Célculo | vi uma introdugao, ndo tao aprofundada. Usa-se da derivada.

Sim. J4 tinha visto que equagoes diferenciais que podem ser usadas para diversas aplicagoes préticas, em
diversas areas, inclusive na engenharia.

Sim, equacgdes que relacionam taxas de variagdes.
Antes do ingresso no curso superior nao. Nas equagoes diferenciais, tem-se como resposta fungoes; encontra-se
taxas de variagoes (a taxa de variagdo é proporcional a fungao); é a equagao que tem derivada; mede-se e a

partir da variagao, descobre-se fungoes.

Sim. Ja ouvi que as equagodes diferencias sao aplicadas a modelos de crescimento e decrescimento
populacional, e a sistemas presa-predador.

Equagoes diferenciais envolvem derivada e igualdade.

N&o tinha ouvido e agora jé tenho uma nog&o que todas as equagdes diferenciais sdo uma recorréncia. Ela vai
servir para aplicar nos modelos de crescimento e decrescimento de populagoes.

Ja tinha visto, mas nao possuia nenhuma nogao sobre o assunto.
Sim, em caélculo I, vi de maneira simplificada . Consigo resolve-las a partir de um ponto base.
Né&o tinha ouvido antes, mas hoje obtive uma nog¢éo basica de que séo fungdes que possuem derivadas .

Sim, que elas podem prever o crescimento ou decrescimento de algum fenémeno.

Fonte: Produzida pelo autor.
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Contudo, todos os discentes disseram nao ter conhecimento sobre as Equagoes
de Diferencas, como ¢ visto na Figura 39. Embora seja um assunto passivel de ser tra-
balhado no ensino médio, compreender as equacoes de diferencas ou recorréncias exige
um base matematica consistente, por parte do estudante. Este foi um dos itens que os

cursistas mais tiveram duvidas durante as intervengoes.

Figura 39 — Vocé ja tinha ouvido ou visto algo sobre equagoes de diferengas?

N&o, hoje foi a primeira vez que tive contato com este tipo de equacao.

Na&o, conheci na apresentacdo realizada hoje. E conhecida como recorréncia, que é uma relagdo de dependéncia
com algo que se fez antes. Trabalha com a parte discreta.

N&o , mas hoje em dia sei que € através da recorréncia que é uma dependéncia entre o antes e o depois, ou o
agora e o depois .
Ex. t=t+1;

N&o tinha ouvido antes, mas hoje obtive uma nogéo béasica de que elas sdo analisadas em intervalos.

Fonte: Produzida pelo autor.

Como dito na introducao desta dissertagao, é importante a utilizacdo da lin-
guagem matematica nas ciéncias em geral, principalmente nas exatas. Com este intuito
foi feita a solicitacao aos alunos: ‘‘Descreva as caracteristicas que vocé percebeu da mode-
lagem com equacoes diferenciais e de diferengas que poderao ser utilizadas no seu trabalho
como engenheiro.”, Figura 40. Descri¢oes dos cursistas corroboram a ideia de que com-

preenderam esta importancia:

R1 “Como engenheiro esse tipo de modelagem pode ser usado para prever situagoes que
podem vir a ocorrer ao planejar um determinado trabalho, com essas previsoes é
possivel detectar possiveis erros que podem acontecer durante a execugdo, seja qual

for a drea da engenharia.”

R2 ““Sao muito importantes na criacao de modelos para a solu¢io de problemas, com
intuito de se alcancar o maximo de veracidade com o fendomeno, para que se possa
chegar em margens sequras de utilizacdo, podendo fazer previsoes sobre aconteci-

mentos futuros.”’

R3 “A partir da modelagem € possivel fazer previsoes de determinados fendémenos, o
que pode facilitar na tomada de decisoes importantes a respeito de algum projeto.
Como por exemplo, na engenharia de producdo, quanto deve ser ofertado um certo
produto em um determinado tempo e local, sabendo como este é demandado por
aquela populacao, € possivel fazer um modelo que permita auxiliar o quanto deve ser

ofertado de maneira que evite sobras ou falta do produto.”
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Figura 40 — Descreva as caracteristicas que vocé percebeu da modelagem com
equacgoes diferenciais e de diferencgas que poderao ser utilizadas no seu trabalho
como engenheiro.

Descreva as caracteristicas que voce percebeu da modelagem com
equacoes diferenciais e de diferencas que poderao ser utilizadas no seu

trabalho como engenheiro.

13 resposias

Serdo bem utilizadas para a andlise de fendmenos encontrades no trabalho
A modelagemn tem como caracteristica fazer previsbes sobre determinados fendmenas.

Como as equagbes diferenciais & preciso ter derivadas de funges, nimeros igualdade, quando se resolve
encontra uma fungdo, usa-se muilo para determinar aproximadamente o crescimento populacional. As
equagtes de diferencas usa-se da recoréncia, onde depende do termo anterion

Como engenheiro esse tipo de modelagem pode ser usado para prever situagBes que podem vir a ocorrer ag
planejar um determinado trabalho, com essas previsdes & possivel detectar possiveis ermos que podem
acontecer durante a execucdo, seja qual for a drea da engenharia

S840 muito iImpartantes na criaglio de modelos para a soluglo de problemas, com Intuito de se alcangar o
méximo de veracidade com o fendmeno, para gue se possa chegar em margens seguras de wtilizagdo, podendo
fazer previsdes sobre acontecimentos futuros.

Como engenhelro Civil, pode-se usar para prever emos, economia de tempo e custo da obra, melhor qualidade
do propeto final, e1c

As equagdes diferencias 580 equagoes gue relacionam valores & derivadas (primeiras, segundas, etc) de forma
continua, a fim de avaliar o comportamento das fungfes. Ja a de diferengas, é resolvida de forma discreta, ou
seja, usando valores sob Intervalos especificos. As equagfes diferencias podem ser usadas na engenharia pra
prever um determinado fendmeno sob um intervalo continuee de tempo, |4 as de diferenga, podem nos apudar a
prever certo fendmeno em um determinado instante de tempo no passado ou no futuro.

A partir da modelagem € possivel fazer previstes de determinados fendmenos, oque pode facilitar na tomada
de decisdes importantes a respeito de algum projeto. Como por exemplo, na engenharia de producdo, quanto
deve ser ofertado um certo produto em wum determinado tempo e local, sabendo como este é demandado por
aquela populagdo, & possivel fazer um modelo que permita auxiliar o guanto deve ser ofertado de maneira que
evite sobras ou falta do produto,

A modelagem com equagdes diferencias nos permite avaliar o comportamento de uma fung3o em determinado
intervalo de tempo. Ja as de diferengas, nos permitern avaliar o comportamento do fendmeno em certos
instantes de tempo. A primeira pode ser usada em intervalos continuos para prever o crescimento e
decrescimento de populagdes. E a segunda para prever em certo instantes de tempo no passado ou no futuro a
situagdo avallada.

Elas sd0 muito importantes, pois atraves delas sera possivel prever o futuro, As equacdes diferenciais terdo
intervalos continuos e as equagdes de diferenca terdo intervalos determinados e sua relagio serd com algo que
j& aconteceu.

Pensando de uma maneira geral percebe-se que vooé pode prever colsas que acontecerio tempos a frente
como o cima pra construglo & relevo. Serve em qualquer drea de engenhania exemplo disso evolugho de
doengas e vérios, Além disso, para resolugio de problemas .

Elas sdo importantes no que diz respeite ao planejamento de um trabalho e de previsdes futuras, fundamentais
para um bom engenheiro

Com as diferenciais, @ possivel avaliar o comportamento de certo fendmeno, durante um intervalo de tempa, Ja
com as equaches de diferenca nos permitem entender o fentmeno em determinados instantes .

Fonte: Produzida pelo autor.
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5.2.1 Ezxperimentacdo utilizando os roteiros de construcdo

As atividades de experimentacao utilizando os modelos descritos nos roteiros
de construgao ocorreram a partir da Aula 03. Autores como Bassanezi (2014), Biembengut
(2012) e Blum et al. (2007) relatam que o tema a ser utilizado na modelagem deve surgir no
contexto dos estudantes, em situagoes que emerjam de questionamentos dos participantes
do processo de modelagem. Desta forma, a pesquisa utilizou modelos classicos que fizessem
referéncias a temas recorrentes no cotidiano dos cursistas.

Na Aula 03, inicialmente o pesquisador utilizou o GeoGebra seguindo o roteiro
de construgao do Modelo de Eliminacao de alcool ingerido. Os discentes acompanharam as
etapas desta construgao pelo projetor multimidia, construindo simultaneamente também
em seus computadores.

O modelo sobre eliminacido do alcool despertou bastante interesse nos estu-
dantes que lembraram da ‘lei seca’” Lei n® 11.705, de 19 de junho de 2008 (BRASIL,
2008) e Lei n® 12.760, de 20 de dezembro de 2012 (BRASIL, 2012). As alteragdes ocor-
ridas no Codigo Brasileiro de Transito provocaram a diminui¢do do méaximo tolerdvel da
concentragao de alcool no organismo dos condutores de veiculos.

E importante salientar que o modelo da forma como foi trabalhado pelo pes-
quisador ¢ de carater simplista, pois leva em conta apenas a eliminacao de alcool pelos
processos respiratorios e supoe que todo o alcool ingerido é absorvido pelo organismo.
Nesta etapa, os discentes compreenderam a importancia de se conhecer as caracteristicas
intrinsecas ao fenomeno estudado, pois ao serem solicitados ‘‘Descreva o que vocé perce-
beu sobre a importancia do conhecimento sobre as caracteristicas de um fenémeno para

modela-lo matematicamente.” eles relataram:

R1 ““A andlise do comportamento do fenomeno, € totalmente dependente da teoria por
traz do acontecimento, pois € preciso entender quais sao as varidveis e qual € o

comportamento e a funcdo de cada uma para se poder modelar.”

R2 “‘F extremamente importante conhecer as caracteristicas de um fenomeno para modeld-
lo, pois é preciso inicialmente identificar o problema, formular hipoteses e fazer

previsoes, sem estudd-lo € impossivel passar por essas etapas.”’

O objetivo principal de contextualizacao das fung¢oes exponenciais foi atingido
durante a construgao deste modelo, pois os cursistas perceberam que a funcao exponencial
de base natural apareceu como solucao para definir o comportamento da eliminagao do
alcool ingerido. A funcao exponencial nao foi dada a principio, nem citada antes do
processo de modelagem terminar.

As descrigoes dos estudantes atendendo ao pedido do Questionario 03 ““‘Des-

creva como a metodologia impactou (positivamente ou negativamente) na sua compreen-
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sao da ligacao do fendomeno estudado e das func¢odes exponenciais.’corroboram a impor-

tancia da metodologia neste processo de aprendizagem:

R1 “A metodologia foi de grande ajuda na compreensao do fenomeno, pois pode mostrar
o comportamento, principalmente a sua caracteristica de decaimento exponencial,
que veio a mostrar como as fungoes exponenciais podem ser uteis na modelagem de

um problema.”’

R2 “O fato de ter tido uma explicagao e em sequida uma demonstracio do fenomeno e de
como a fungio dele se comportava quando jodado (sic) no Geogebra, possibilitou que

entendéssemos claramente que este fenomeno se comporta de maneira exponencial.”

R3 ““Foi interessante fazer uma ligagdo entre as fungoes exponenciais e a algo presente
em nosso cotidiano. Ajuda a ter uma maior compreensio das funcoes, pois essas

deizam de ser algo abstrato.”

A importancia da utilizacao do software GeoGebra também foi ressaltada nes-

tas descricoes:

R4 “O fato de visualmente ter as coisas ‘acontecendo’ facilitou bastante o intendimento
(sic), também por ter utilizado um programa ja conhecido, se tornou mais facil a

compreensao.”’

R5 “Os métodos utilizados foram bem claros, facilitando o entendimento. O auxilio do
software Geogebra traz praticidade ao desenvolvimento de equagoes e desenho de

grdficos.”

R6 ‘A metodologia foi essencial , pois facilitou bastante o entendimento, cujo foi feita
relagoes do dia-a-dia que contribuiram para um melhor desempenho. Incluindo a
utilizacao do software geogebra , que permitiu uma ampliacio do rendimento na

aula.”’

Ainda na etapa de construcao do Campo de Direcoes, relativo as taxas de vari-
acoes, os discentes ja conseguiam visualizar como o decaimento da concentragao ocorreria.
Este fato pode ser confirmado pelas descri¢oes feitas em resposta ao pedido ‘‘Descreva
como a utilizacao do campo de direcoes das taxas de variagdo no GeoGebra ajudou vocé

a identificar o comportamento final dos fenémenos como fungoes exponenciais.’’”:

R1 “A caracteristica do campo de direcoes ajuda a visualizar a tendencia de diregoes que

o grifico de uma fungdo vai ter.”

R2 “Ajudou a compreender o sentido do movimento, no caso o decaimento, ela foi muito

boa para gerar uma aproximagao da edo do modelo sem conhecer sua solugdo’
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Os modelos da Lei do Resfriamento de Newton e de crescimento populacional
de Malthus foram explicados pelo pesquisador de maneira que os estudantes acompanha-
ram o processo fazendo suas proprias construgoes no GeoGebra. Nas Figuras 41, 42, 43 e
44 estao ilustradas duas construgoes de cada modelo, feitas pelos cursistas. Estas imagens
corroboram a ideia de que os estudantes compreenderam os procedimentos previstos nos

roteiros de construcao.

Figura 41 — Construgao do Modelo de resfriamento por um cursista.
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Fonte: Produzida por um cursista.

Figura 42 — Construgao do Modelo de resfriamento por outro cursista.
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Fonte: Produzida por um cursista.



94

Figura 43 — Construgao do Modelo de Crescimento Populacional de Malthus
por um cursista.
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Fonte: Produzida por um cursista.

Figura 44 — Construgao do Modelo de Crescimento Populacional de Malthus
por outro cursista.
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Fonte: Produzida por um cursista.

A solicitagao ‘“‘Descreva as caracteristicas que vocé percebeu do fendomeno estu-
dado que o ligam a fung¢oes exponenciais e qual a importancia da Modelagem Matematica
com o auxilio do GeoGebra para vocé perceber estas caracteristicas.”” do Questionario 03
foi tecida segundo a hipotese langada durante a andlise a priori de que a utilizagao da Mo-
delagem Matematica possibilitaria a contextualizagao do processo de ensino-aprendizagem

das Fungbes Exponenciais e Logaritmicas. Algumas respostas dos estudantes estao des-

critas a seguir:
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R1 “‘Foi possivel perceber, previamente o comportamento que o modelo teria por se tratar
de um fenomeno que € descrito pela fungdo exponencial, e além de tudo a modelagem

ajuda a perceber melhor tais caracteristicas por tornar o fendmeno mais visivel.”

R2 “O fenomeno (eliminagio do dlcool mno organismo), estd relacionado diretamente a
concentracao do dlcool no organismo. Pela sua variacdo estar relacionada direta-
mente com seu valor, usamos uma funcao exponencial pra examinar este fenomeno,
ja que as fungoes exponencias também tém essa caracteristicas. Com o Geogebra, foi
possivel visualizar a taxa de variacao da funcao e, como a taxa de varia¢io diminui

junto a concentragdo.”’

R3 “No fenomeno estudado foi possivel perceber que as fungoes exponenciais estio pre-
sente, percebendo-se que a ligagdo entre tempo e concentragio obedece um formato
de funcao exponencial. A Modelagem Matemdtica auxilia a fazer previsoes a partir
de dados obtidos previamente, e o Geogebra ajuda a demonstrar graficamente a essa

modelagem.”’

Na Aula 04, os discentes deveriam construir modelos utilizando os conheci-
mentos adquiridos nas aulas anteriores sobres os comando do GeoGebra e a Modelagem
Matematica. Os modelos propostos para serem construidos foram o Modelo de Decai-
mento da Concentragdo de drogas no organismo e o Modelo de Decaimento Radioativo.

A Figura 45 ilustra os estudantes construindo os modelos.

Figura 45 — Estudantes construindo os modelos da Aula 04.

Fonte: Produzida pelo autor.

Os modelos seguiam a mesma dindmica dos roteiros utilizados durante a Aula

03. Neste processo, os estudantes utilizaram os modelos para estimar concentragoes de
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droga em determinado instante para certos parametros ou para estimar a meia vida de
substancias radioativas.

Através do Questionario 04 (aplicado na Aula 05) foi verificado, nesta inter-
vengao, se os estudantes perceberam a importancia das taxas de variagoes e dos campos
de direc¢oes nas construgoes dos modelos. A solicitacao referente a esta constatacao foi *‘A
utilizagao das taxas de variagao junto dos campos de diregoes ajudou vocé a relacionar os
fenémenos estudados com as fungoes exponenciais? Em caso afirmativo descreva como.”.

Algumas descrigdes dos cursistas aparecem a seguir:

R1 “Sim, pois ao ver o expoente da funcao exponencial, podemos ver as taras de cres-
cimento ou decrescimento, pois a tara de variagio € o numero que acompanha
a funcgao, sequndo a regra da derivagdo da funcao exponencial natural. Quando
usamos o campo de direcoes, podemos visualizar como seria o comportamento de

determinado fenomeno, pois ele nos fornece a inclina¢do da fungdo no grafico.”

R2 ““Sim, pois com a ajuda deles era possivel observar melhor como acontecia o compor-

tamento do grifico, se ele ia crescer ou decrescer e em que sentido e dire¢do.”

Na Aula 05, para construir o Modelo de crescimento populacional Logistico
continuo (Verhulst), os estudantes pesquisaram dados de cidades no site® do IBGE. Os
dados pesquisados de cada cidade eram referentes as populagoes, segundo os Censos rea-
lizados entre os anos de 1970 e 2010.

Apoés participarem das construgoes os discentes responderam a solicitagao do
Questionario 4 “Descreva suas impressoes sobre a utilizagao das ferramentas de regressao
do GeoGebra para modelar o crescimento populacional através das teorias de Malthus
(crescimento exponencial) e de Verhulst (crescimento logistico) com os dados reais do

IBGE.”, algumas descri¢oes estao relacionadas a seguir:

R1 ““As ferramentas de regressao do GeoGebra facilitam muito o trabalho com esse tipo
de dado relacionado a estatisticas, pois apenas com os dados coletados previamente
ja € possivel obter as equacoes referentes aos dados e assim tracar os grdficos, sendo
possivel também, analisar facilmente a taxa de crescimento, e a populacao mdzrima,

ou minima que uma populagcdo pode alcangar, isto no modelo de Verhulst.”

R2 ““Pode-se notar que em alguns casos ocorriam discrepancia, mas na maioria das vezes

eram bem aproximado, tendo a de Verhulst se aplicando melhor.”

R3 “Utilizando o GeoGebra era possivel analisar como e quanto ia crescer ou decrescer a
populacao. E os dados do IBGE serviriam de uma base para que pudesse comparar

qual das teorias melhor se enquadravam na modelagem do fenémeno.”

5<http://www.cidades.ibge.gov.br /v3/cidades/home-cidades>
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R4 ““As teorias nos ajudaram a analisar e prevermos a populacao de uma cidade .Com as
ferramentas do geogebra poderiamos concluir se a populacao iria crescer ou decair

e perceber qual teoria se adequaria com o numero real de populacao das cidades.”

A Figura 46 ilustra os estudantes fazendo as construgoes da Aula 05.

Figura 46 — Estudantes construindo os modelos da Aula 05.

Fonte: Produzida pelo autor.

Para finalizar as intervengoes na Aula 05, os estudantes responderam a soli-
citacao ‘‘Descreva como as atividades desta aula ajudaram vocé a relacionar as fungoes
exponenciais e logaritmicas aos fendomenos estudados.”. As descri¢des corroboram a vali-
dacao positiva da utilizacdo dos modelos para a contextualizacao do conteiido de Func¢oes

Exponenciais e Logaritmicas. Algumas descrigoes estao relacionadas a seguir:

R1 “Fu agora entendo porque a funcao e* é a mais usada, eu jd sabia isso, mas nao
sabia o porqué. Agora eu entendo que ela é mais utilizada, pela sua praticidade, pois
¢ facil observar a taxa de variagdo de uma fungdo, olhando o expoente da solucao

da equacdo que descreve o fenomeno.”

R2 ““Devido a metodologia, por ser aplicado a um fenomeno real, possibilita visualizar

melhor o comportamento das fungoes.”’

R3 “Com as aulas, podemos notar as principais caracteristicas dos fenomenos, e notar
a grande utilidade das fungoes exponenciais na modelagem, uma vez que muitos

fenomenos tem caracteristicas exponenciais.”
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R4 “As aulas ajudaram a entender como essas fungoes podem ser aplicadas na pritica,
em fenomenos do cotidiano. Pois até o momento oque eu tinha visto ou aprendido

era apenas relacionado a parte algébrica da fungdo.”

R5 “Ao analisar cada fenomeno pude observar que seu comportamento estd diretamente
ligado a sua fungdo . Os problemas que apresentam tal decrescimento e crescimento
ndo podem ser expressadas por polinomiais ,entdo essas fungoes(exponencias e lo-
garitimicas) sio bdsicas para sua resolugio . Vemos em que podemos aplicar cada
fungdao em fendémenos reais , jd que durante muito tempo sabiamos sobre a parte

algébrica delas. Foi muito interessante !’

Consideracgoes

Durante a fase de experimentacao, foi detectado pela analise dos questiona-
rios que os discentes perceberam a importancia da utilizagdo das Midias Informaticas na
interpretacao dos fendmenos estudados. Os seguintes trechos das descrigoes produzidas

pelos discentes corroboram esta analise:

R1 “O fato de visualmente ter as coisas ‘acontecendo’ facilitou bastante o intendimento,
também por ter utilizado um programa ja conhecido, se tornou mais facil a compre-

ensao.”’

R2 “C..Observar essa modelagem no Geogebra ajuda a ter um entendimento maior da
variagao de um fenomeno em funcdo do tempo. Com suas ferramentas o estudo de

modelos se torna mais facil.”

R3 “..0s fenomenos da natureza muitas vezes sao representados por equacoes, funcoes
, 0 geogebra trabalha com grdficos, para ajudar analisa-los e calcula coisas que

manualmente sao complicadas de resolver.”

R4 “A modelagem Matemdtica com o auxilio do geogebra é mais facil perceber as mu-
dangas ocorridas com mais facilidade e analisar o seu comportamento através de

um grdfico...”

R5 “A importancia da Modelagem, é que ela nos ajuda a prever o que ird acontecer, a
fazer suposicoes com o auxilio do software, e seus respectivos comandos. Conseque-se

ver graficamente e equacionalmente as possibilidades da necessidade em questdo.”

Nas descri¢oes feitas em resposta as solicitacoes dos questiondrios, os estu-
dantes valorizaram a utilizacao dos modelos de crescimento e decaimento no estudo das
fungdes exponenciais e logaritmicas. Algumas descrigoes estao evidenciadas no seguintes

trechos:
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R1 ““A metodologia foi de grande ajuda na compreensao do fenomeno, pois pode mostrar
o comportamento, principalmente a sua caracteristica de decaimento exponencial,
que veio a mostrar como as funcoes exponenciais podem ser tuteis na modelagem de

um problema.”’

R2 ““Foi interessante fazer uma ligagdo entre as fungoes exponenciais e a algo presente
em nosso cotidiano. Ajuda a ter uma maior compreensdo das funcoes, pois essas

deixam de ser algo abstrato.”

R3 ““As aulas ajudaram a entender como essas fungoes podem ser aplicadas na prdtica,
em fenomenos do cotidiano. Pois até o momento oque eu tinha visto ou aprendido

era apenas relacionado a parte algébrica da fungdo.”

Os discentes demonstraram compreender a importancia das equagoes diferen-
ciais e das equagoes de diferencas na descricao de fendmenos fisicos, quimicos, bioldgicos

e sociais, pois relataram nas descrigoes:

R1 “A modelagem com equagoes diferencias nos permite avaliar o comportamento de
uma fungdo em determinado intervalo de tempo. Jd as de diferencas, nos permitem
avaliar o comportamento do fendmeno em certos instantes de tempo.A primeira
pode ser usada em intervalos continuos para prever o crescimento e decrescimento
de populagoes. F a sequnda para prever em certo instantes de tempo no passado ou

no futuro a situagdo avaliada.”

R2 ““Pensando de uma maneira geral percebe-se que vocé pode prever coisas que acontece-
rao tempos a frente como o clima pra construcdo e relevo.Serve em qualquer drea de
engenharia exemplo disso evolugdo de doencas e vdrios. Além disso, para resolucdo

20

de problemas .

R3 “Como engenheiro Civil, pode-se usar para prever erros, economia de tempo e custo

da obra, melhor qualidade do projeto final, etc”

A importancia da Modelagem Matematica na construcao do conhecimento

cientifico foi evidenciada pelas seguintes descri¢oes dos estudantes:

R1 “F um procedimento que permite ao Engenheiro ou cientista prever o comportamento
de certo fenomeno, a partir de hipdteses e solugdo de um problema que se aproxima

da sittuacao real.”’

R2 “E notério que é importante conhecer um fendémeno e suas respectivas caracteristicas,
como no exemplo citado de hoje, que foi a Eliminagdo do dlcool no sangue. Sabendo
as medidas de concentracao de dlcool no sangue, e dados fisicos da pessoa, conseque-
se prever quanto tempo uma pessoa ‘bébada’ demora para ‘voltar a si” Entao, pode-se

dizer que a importancia € o conhecimento, a ‘previsao’ do que ird acontecer.”
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R3 “E necessdrio conhecer as caracteristicas do fendémeno, pois, a partir das leis que re-
gem o fenomeno em questdo, podemos prever matematicamente seu comportamento,
a fim de avaliar e estudar seu estado em determinado tempo. Assim, em face a um
processo natural, podemos entender melhor como ele funciona, e, se necessdrio,

tomar medidas preventivas ou de reparagdo para o fenomeno.”’
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6 DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Esta secao tem o objetivo de discutir os resultados obtidos durante a fase de
experimentacdo. E importante que essa anélise atinja a realidade da producao dos alunos,
desvelando seus procedimentos de raciocinio, segundo Pais (2015).

O processo de validagao é fundamentado no confronto entre a analise a priori
e a andlise a posteriori, de acordo com Carneiro (2005). Segundo Artigue (1996), o
confronto destas duas andlises sera utilizado para investigar o que foi considerado nas
hipoteses, verificando os resultados do processo.

Para fins de esclarecimento, serao detalhadas novamente as variaveis locais de-
finidas nas analises a priori e depois serdao, ou nao, validadas com os trechos das descri¢oes
dos estudantes ou observagoes feitas pelo pesquisador sendo relacionados para justificar

a validacao.

6.1 Analise a posteriori e validacao

Esta analise apresentara, aula por aula, cada analise a priori, e depois a analise
a posteriori. Finalmente, em seguida, sera feita, ou nao, a validagdo de cada atividade.

No primeiro momento, serao analisadas as atividades das Aulas 01 e 02 que nao utilizaram

o GeoGebra.
Aula 01

Atividade: Apresentacao teodrica, de 60 minutos, sobre as fun¢des exponenciais e loga-
ritmicas segundo Lima et al. (2012a) e Lima (2013). No total, 15 discentes responderam

ao questionario.

Analise a priori: Era esperado que o estudante fosse capaz de relacionar conceitos

relativos as defini¢Oes e caracterizagoes das fungoes exponenciais e logaritmicas.

Analise a posteriori: Os estudantes responderam ao Questionario 01 e os trechos R1,
R2, R3, R4 ¢ R5 a seguir, indicam que os discentes souberam relacionar caracte-

risticas e defini¢oes pertinentes as fungoes trabalhadas.

R1 ““As fungoes exponenciais tem um crescimento e um decaimento muito rdapido. Fla
a inversa da funcao logaritmica. Nao é mondtona injetiva. Ao usar a defini¢io de
limite para derivada e o resultado nao depender da variavel "z”, certamente ela €

uma fungdo exponencial. A funcdo exponencial transforma soma em produto.”

R2 ““As fungoes exponenciais sio aquelas que crescem e decrescem muito rapidamente.

Ela é inversa da funcao logaritmica, com dominio R e contradominio R+"
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R3 “A funcgoes exponenciais sao injetivas e monotonas’

R4 “As fungoes exponenciais sao inversas as fungoes logaritmicas, sao fungoes exponen-
ciais de base ’e’, bijetoras, transforma soma em produto, e ajuda na modelagem
matemdtica como por exemplo no crescimento radioativo. Transformam numeros

Reais, em Reais positivos.”’

R5 “A funcdo logaritmica tem o dominio real positivo e a imagem real e ela € o inverso

das exponenciais. A fung¢do logaritmica transforma produto em soma.”’

Validacao: Pela comparacido entre as andlises a priori e a posteriori, desta atividade,

considera-se que o objetivo foi concluido.

Aula 02

Atividade: Explanacao oral, com auxilio da lousa, de 80 minutos abordando algumas
nocoes de Modelagem Matematica, nogoes de equagoes diferenciais e de diferencas, nogoes

fungoes continuas e discretas. No total, 13 estudantes responderam ao questionério 02.

Analise a priori: Era esperado que o discente relacionasse corretamente ideias refe-
rentes aos seguintes itens: i) modelagem matemaética; ii) equagoes diferenciais; iii)

equagoes de diferengas; iv) fungdes continuas e fungoes discretas.

Anilise a posteriori: Os discentes conseguiram relacionar corretamente os itens i), ii),
porém tiveram dificuldade e nao conseguiram, em sua maioria, relacionar o item

iii), j& o item iv) tiveram dificuldades, mas conseguiram relacionar algumas ideias:

i) modelagem matematica: Conseguiram explicitar caracteristicas, como pode ser visto
em R1 e R2:

R1 “Do fenémeno vocé tira inferéncias, dados, hipdteses (Teoria intrinseca). Através
disso vocé cria modelos simplistas e trabalha em cima do modelo, fazendo previsoes
sobre o fenomeno. Quanto mais o modelo se aprorima da realidade mais complezo,
mais dificil para ser aplicado, trabalha-se mais com o computador e a modelagem

fica mais precisa.”’

R2 “Modelagem é um processo de compreensao de algum fendmeno observado, partindo
da analise de dados, teorias e experimentacoes, para se obter de inicio um modelo
simples que futuramente possa ser refinado com intuito de se aproximar cada vez

mais da realidade observada.”
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ii) equagdes diferenciais: Conseguiram relacionar caracteristicas, como pode ser visto
em R3 e R4, parte desta compreensao deveu-se ao fato de ja terem estudado tais

equagoes no BC&T:

R3 “‘..equacoes diferenciais sdo aquelas que envolvem derivadas,niumeros e iqualdades de

uma fungdo’™

R4 “Antes do ingresso no curso superior ndo. Nas equagoes diferenciais, tem-se como
resposta fungoes; encontra-se tazxas de variagoes (a taxa de variagao € proporcional a
fungao); € a equagdo que tem derivada; mede-se e a partir da variagao, descobre-se

funcoes.”

iii) equacgoes de diferengas: Disseram nao conhecer e pouco compreenderam do que

foi explicado, como poder ser visto nos trechos R5 e R6:
R5 ‘‘..hoje foi a primeira vez que tive contato com este tipo de equagdo.”

R6 ‘“Nao tinha ouvido antes, mas hoje obtive uma nocao bdasica de que elas sao analisadas

em intervalos.”

iv) fungées continuas e fungées discretas: Com dificuldades, conseguiram relacio-

nar, como poder ser visto nos trechos R7 e R8:

R7 ““As funcoes discretas sao aplicadas nas equagoes de diferencas, sendo que trabalham
apenas com os numeros inteiros. Jd as fungoes continuas sao usadas nas equagcoes

diferenciais, por terem a possibilidade de ser diferencidveis em todo o seu dominio.”

R8 “As fungoes discretas estdao relacionadas a equagoes de diferencas e as continuas a

equacoes diferencias.”’

Validagao : Pelo exposto, os objetivos dos itens i), ii) foram atingidos, o objetivo do

item iii) nao foi atingido e o objetivo do item iv) foi atingido parcialmente.

Agora, as atividades das aulas 03, 04 e 05 serao analisadas, levando em contas

as hipéteses:

A) A utilizagdo de computadores, com o software GeoGebra como recurso didatico, fo-

menta as possibilidades de visualizagao, calculo e interpretacao;

B) O estudo das fungoes exponencial e logaritmica, através dos modelos de crescimento

e decaimento, melhora a compreensao destes contetdos;

C) Ha relagao entre o estudo contextualizado das fungdes exponenciais e logaritmicas e

a aplicagao do contetido aprendido em situacoes reais, pelos discentes;
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Aula 03

Apos as atividades desta aula, 17 estudantes responderam ao questionario 03,

auxiliando na andlise a posteriori.

Atividade: Construcao do Modelo: ‘“Eliminagao de alcool ingerido’ utilizando

o roteiro.

192 Passo: Hipdtese envolvida: B)

Analise a priori: Assim, era esperado pelo professor que o estudante, a par de infor-
macoes significantes contidas nos livros e internet, extraisse as ideias relevantes do
fenomeno de eliminacao de alcool ingerido, para converter em linguagem matema-

tica.

Analise a posteriori: Observando-se as construcoes feitas pelos discentes percebeu-se
que conseguiram traduzir informagoes, sobre o processo de eliminagao de alcool do
organismo, em hipdteses sucintas que foram transformadas em linguagem matema-
tica. Os relatos R1 e R2 mostra que os estudantes perceberam a importancia de

se conhecer e utilizar as informacoes sobre o fenémeno.

R1 ““F extremamente importante conhecer as caracteristicas de um fenomeno para modela-
lo, pois € preciso inicialmente identificar o problema,formular hipdteses e fazer pre-

visoes, sem estudd-lo € impossivel passar por essas etapas.”

R2 “FE notorio que é importante conhecer um fenomeno e suas respectivas caracteristicas,

20

como no exemplo citado de hoje, que foi a Eliminagdo do dlcool no sangue...

Validacao : Através desta analise, tem-se que a hipdtese envolvida foi validada.

2¢ Passo: Hipdtese envolvida: A)

Analise a priori: No 22 passo, era esperado que o discente criasse um controle desli-

zante com intervalo pertinente para cada constante.

Analise a posteriori: Observando as construgoes dos discentes percebe-se que conse-
guiram criar controles deslizantes condizentes com os intervalos de variacoes das

constantes.

Validacao: Por esta analise, conclui-se que a hipotese envolvida foi validada.

32 passo: Hipdétese envolvida: A)
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Analise a priori: Neste passo, era esperado que o discente conseguisse vincular uma

dc
funcao de duas variaveis relacionada a equacao diferencial pi —kec.

Analise a posteriori: Observando-se as construgoes dos discentes, na tela do computa-
dor, percebeu-se que conseguiram relacionar fungoes de duas variaveis as equagoes

diferenciais relacionadas ao modelo.

Validacgao: Esta andlise confirma a validagao da hipdtese envolvida.

4° passo: Hipdéteses envolvidas: A) e B)

Analise a priori: Esperava-se que o discente vinculasse o campo de diregoes as possiveis
solugoes do sistema de equacao diferencial, relacionado ao fenémeno. Também era
esperado que o discente conseguisse visualizar como o decaimento da concentracao

ocorre.

Anadlise a posteriori: Os discentes conseguiram visualizar o comportamento da con-
centracao em funcao do tempo, observando o campo de diregoes e ja imaginavam
qual familia de fungoes seriam as solugoes. Os trechos R1, R2 e R3 ilustram esta

constatacao.

R1 ““A caracteristica do campo de diregoes ajuda a visualizar a tendencia de direcoes que

o grifico de uma fungdo vai ter.”

R2 “Com o auxilio do campo de direcdo, foi possivel analisar o comportamento de decai-

mento do fenomeno, evidenciando o cardter exponencial dele.”

R3 “Ajudou de forma, a aplicar diretamente o conhecimento oferecido, sendo que o
geogebra foi uma ferramenta essencial no entendimento, pois no campo de direcoes
me informava qual era o comportamento da fungdo de acordo as variagoes eram

feitas em k e Cy.”

Validagao: De acordo com esta andalise, as hipéteses envolvidas foram validadas.

52 passo: Hipdteses envolvidas: A) e B)

Analise a priori: Desta forma, era esperado que o estudante vinculasse a tendéncia de
decaimento da concentragao, prevista no campo de dire¢oes, a fungdo exponencial

decrescente da solucao.

Analise a posteriori: Foi observado que os discentes vincularam a solugao grafica do
sistema a uma funcdo exponencial decrescente. Os seguintes trechos R1 e R2,

corroboram a constatacao anterior.
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R1 “O tempo estd diretamente ligado a quantidade inicial de dlcool que estava no sangue,
decaindo exponencialmente. Quanto mais dlcool , mais rdpido serd expulso do
corpo até que chegue uma hora que a partir dai ele comega a perder lentamente esse

alcool.”

R2 ‘““Foi possivel perceber, previamente o comportamento que o modelo teria por se tratar
de um fenomeno que é descrito pela funcdo exponencial, e além de tudo a
modelagem ajuda a perceber melhor tais caracteristicas por tornar o fenomeno mais

visivel.”’

Validacao: Desta maneira, as hipdteses envolvidas foram validadas.

6° passo: Hipdtese envolvida A)

Analise a priori: Esperava-se que o estudante conseguisse vincular o grafico dinamico,

a uma simulacao do decaimento da concentracao de alcool do organismo.

Analise a posteriori: Foi observado, que os estudantes vincularam o grafico dinamico
a uma simulagdo do decaimento da concentracao. O trechos R1 confirma esta

afirmacgao.

R1 “A wvelocidade de decaimento, que é dependente da concentracio atual, ligando a
ideia de variagdo relativa. Com o geogebra é possivel ver o qudo importante é essa

ligacao.”

Validagao: Desta maneira, a hipétese envolvida foi validada.

7° passo: Hipdteses envolvidas: A) e B)

Analise a priori: Era esperado que o discente percebesse que quanto maior for ¢, ou
seja, quanto maior for a concentracao de &alcool, mais rapido esta concentracao
decaird. Era esperado que o estudante percebesse este fato pela curvatura do grafico,

que quanto mais verticalizada maior é a concentracao.

Anilise a posteriori: Os estudantes perceberam a relacao do valor da concentracao do
alcool e a velocidade de decaimento. Este fato foi constatado pela observacao dos

didlogos entre os discentes e pelos trechos R1, R2 e R3, a seguir.

R1 “Quanto maior o valor inictal, mais rapido é o seu decaimento, ou dependo
do caso, crescimento. Os fenomenos da natureza muitas vezes sio representados
por equacoes, fungoes , o geogebra trabalha com grificos, para ajudar analisa-los e

calcula coisas que manualmente sao complicadas de resolver.”
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R2 “A wvelocidade de decaimento, que € dependente da concentracao atual, ligando a
tdeia de variagao relativa. Com o geogebra é possivel ver o quao importante é essa

ligagao.”

R3 ““O tempo estd diretamente ligado a quantidade inicial de dlcool que estava no sangue,
decaindo exponencialmente. Quanto mais dlcool , mais rapido serd expulso do corpo

até que cheque uma hora que a partir dai ele comega a perder lentamente esse dlcool.”

Validacao: Desta forma, as hipdteses envolvidas foram validadas.

82 passo: Hipétese envolvida: B)

Analise a priori: Era esperado que o estudante relacionasse o decaimento da concen-
tracao de alcool do organismo a fungao exponencial de base e, dada como resposta
no 5° passo. Esperava-se também que o discente percebesse a vantagem de se escre-
ver a solucao final como uma fungéo do tipo exponencial sob a forma f(z) = be**,
com a base e, porque esta expressao exibe explicitamente nao apenas o valor inicial
b = f(0), como também o coeficiente «, que estd intimamente ligado a taxa de

crescimento/decaimento de f.

Analise a posteriori: Os cursistas perceberam que a func¢ao exponencial de base na-
tural apareceu como soluc¢ao para definir o comportamento da eliminacao de alcool

do organismo. As observagoes e o trecho R1, corroboram esta constatagao.

R1 “Fu agora entendo porque a fungio e* é a mais usada, eu jd sabia isso, mas nao
sabia o porqué. Agora eu entendo que ela é mais utilizada, pela sua praticidade, pois
¢ fdacil observar a taza de variacao de uma funcao, olhando o expoente da solucdo

da equagdo que descreve o fenomeno.”’

Validagao: A hipétese envolvida foi validada.

Atividade: Construgdo do Modelo: ‘‘Lei do resfriamento de Newton” utili-

zando o roteiro.

12 Passo: Hipdtese envolvida: B)

Analise a priori: Assim, era esperado pelo professor que o estudante, a par de infor-
magoes significantes contidas nos livros e na internet, extraisse as ideias relevantes
do fendémeno referente a Lei do resfriamento de Newton, para converter em lingua-

gem matematica.
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Analise a posteriori: Analisando-se as construgoes feitas pelos discentes notou-se que
conseguiram elencar as hipoteses relevantes sobre a Lei do resfriamento de New-
ton. Os discentes traduziram estas hipdteses do modelo em linguagem matematica,
usando o comando de texto do GeoGebra. Os relatos R1 e R2 mostra que os es-
tudantes perceberam a importancia de se conhecer e utilizar as informacgoes sobre

o fendmeno.

R1 ““A andlise do comportamento do fenomeno, é totalmente dependente da teoria
por traz do acontecimento, pois ¢ preciso entender quais sao as varidveis e qual

¢ o comportamento e a fungdo de cada uma para se poder modelar.”

R2 ‘““Para a construgdo de wm modelo matemadtico € necessario que se conheca, na maioria
das wvezes, profundamente sobre o assunto com o qual ird trabalhar. Pois serd
necessdrio estudar o fenomeno de acordo com o nivel de complexidade do modelo

para que esse seja 0 mais proximo da realidade, por mais simples que seja.”’

Validacao : Através desta analise, tem-se que a hipdtese envolvida foi validada.

22 Passo: Hipdtese envolvida: A)

Anailise a priori: No 2° passo, era esperado que o discente criasse um controle desli-

zante com intervalo pertinente para cada constante.

Analise a posteriori: Observando as construcoes dos discentes, percebeu-se que con-
seguiram criar controles deslizantes condizentes com os intervalos de variacoes das

constantes, relativas a Lei de resfriamento de Newton.

Validacgao: Por esta andlise, conclui-se que a hipdtese envolvida foi validada.

32 passo: Hipdtese envolvida: A)

Analise a priori: Desta maneira, era esperado neste passo que o discente conseguisse

vincular uma funcao de duas variaveis relacionada a equacao diferencial — =

dt

—k(T —1T,), com T, sendo a temperatura do ambiente.

Analise a posteriori: Observando-se as construgoes dos discentes, na tela do compu-
tador, Figura 47 por exemplo, percebeu-se que conseguiram relacionar funcoes de

duas variaveis as equacoes diferenciais relacionadas ao modelo.



109

Figura 47 — Funcao de duas variaveis vinculada a equacgao diferencial

Func3o de Varias Variaveis
® f(x.y) (0.07 (y — 20))

Fonte: Produzida pelo autor.

Validagao: Esta andlise confirma a validacao da hipotese envolvida.

4° passo: Hipoéteses envolvidas: A) e B)

Analise a priori: Desta maneira, esperava-se que o discente vinculasse o campo de
diregoes as possiveis solugoes do sistema de equagao diferencial relacionado ao feno-
meno. Era esperado que o discente conseguisse visualizar como o decaimento da

diferenca de temperatura ocorre.

Analise a posteriori: Os discentes conseguiram visualizar o comportamento da dife-
renca de temperatura, entre o corpo e o ambiente, em funcdo do tempo. Eles
observaram o campo de dire¢oes e visualizaram as possiveis solu¢oes. Esta consta-
tacao, feita pelo pesquisador, foi motivada pela observacao das falas dos discentes
que estavam criando os campos de direcoes: “Olha, as setas estdo inclinadas para
baixo. Acho que a diferenca de temperatura vai cair.”’, ““Nossa! Consigo enxergar o

grdfico de uma funcao exponencial observando as setas.”

Validacao: De acordo com esta analise, as hipéteses envolvidas foram validadas.

52 passo: Hipdteses envolvidas: A) e B)

Analise a priori: Desta forma, era esperado que o estudante vinculasse a tendéncia de
decaimento da diferenca de temperatura, prevista no campo de dire¢oes, a funcao

exponencial decrescente da solugao.

Analise a posteriori: Foi observado que os discentes vincularam a solugao grafica do
sistema a uma funcao exponencial decrescente. Na figura 48, observa-se um exem-
plo, feito por um estudante, da solugdo grafica. Os estudantes, ao analisar suas

producoes, falaram por exemplo: “O campo de dire¢des ‘margeia’ a fungao”.
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Figura 48 — Campo de diregoes e solugao grafica da equagao diferencial, feitos
por um estudante

L ]
Vol
Vv
YR
NONON NN
m/////////
[ B A A A A A A A
B P P I B R S B

Fonte: Produzida pelo autor.

Validagao: Desta maneira, as hipoteses envolvidas foram validadas.

6° passo: Hipdtese envolvida A)

Anailise a priori: Esperava-se que o estudante conseguisse vincular o grafico dinamico,
a uma simulacgdo do decaimento da diferenca de temperatura entre o corpo e o

ambiente.

Analise a posteriori: Foi observado, que os estudantes vincularam o grafico dindmico
a uma simulacao do decaimento da concentracdo. Esta constatacao foi motivada
por falas dos estudantes, como por exemplo: “Olha! O grafico esta sendo desenhado

na tela e posso controlar a velocidade e simular como ocorre na vida real.”

Validacao: Desta maneira, a hipétese envolvida foi validada.

72 passo: Hipdteses envolvidas: A) e B)

Anailise a priori: Esperava-se que o estudante percebesse que quanto maior for dife-

renca de temperatura entre o corpo e o ambiente, mais rapido a temperatura 7' do



111

corpo decaira. Era esperado que o estudante percebesse este fato pela curvatura do

grafico, mais verticalizada quando a diferenca de temperatura é maior.

Analise a posteriori: Os estudantes perceberam a relagdo da diferenca de tempera-
tura, entre o corpo e o ambiente, e a velocidade de decaimento. Este fato foi cons-
tatado pela observacao dos didlogos entre os discentes como: ““O grdfico quando vai
passando o tempo ele fica cada vez mais reto” , ““Perto do comego onde a diferenca

de temperatura é maior o grifico esta mais em pé.”

Validagao: Desta forma, as hipdteses envolvidas foram validadas.

82 passo: Hipétese envolvida: B)

Anailise a priori: Era esperado que o estudante relacionasse o decaimento da diferenca
de temperatura entre o corpo e o ambiente a funcao exponencial de base e, dada
como resposta no 52 passo. Esperava-se também que o discente percebesse a
vantagem de se escrever a solucdo final como uma fun¢ao do tipo exponencial sob
a forma f(z) = be®, com a base e, porque esta expressao exibe explicitamente nao
apenas o valor inicial b = f(0), como também o coeficiente a, que estd intimamente

ligado a taxa de crescimento/decaimento de f.

Analise a posteriori: Os cursistas perceberam que a fun¢ao exponencial de base natu-
ral apareceu como soluc¢ao para definir o comportamento do decaimento da diferenca
de temperatura, entre o corpo e ambiente. As observagoes dos didlogos entre os es-

tudantes e o trecho R1, corroboram esta constatacao.

R1 “A funcdo exponencial de base ‘e’ apresenta inclina¢ao igual a seu valor. Logo, a
variagdo dessa fungdo sempre tem relagio com seu valor. FEla nos permite avaliar
fenomenos em que o crescimento ou decrescimento tenha relagio direta com sua
quantidade medida. Asim sao muitos fenémenos naturais, logo, sempre é a melhor

op¢ao avaliar tais fendomenos usando fungoes exponenciais.”

Validagao: A hipdtese envolvida foi validada.

Atividade: Construcao do Modelo: ‘‘Modelo de crescimento populacional de

Malthus”’, utilizando o roteiro.

12 Passo: Hipdtese envolvida: B)
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Analise a priori: Assim, era esperado pelo professor que o estudante, a par de infor-
magcoes significantes contidas nos livros e internet, extraisse as ideias relevantes do
fendmeno de crescimento populacional segundo Malthus, para converter em lingua-

gem matematica.

Analise a posteriori: Analisando-se as construgoes feitas pelos discentes notou-se que
conseguiram elencar as hipdteses relevantes sobre a Lei do resfriamento de New-
ton. Os discentes traduziram estas hipoteses do modelo em linguagem matematica,

usando o comando de texto do GeoGebra.

Validacao : Através desta analise, tem-se que a hipétese envolvida foi validada.

22 Passo: Hipdétese envolvida: A)

Analise a priori: No 22 passo, era esperado que o discente criasse um controle desli-

zante com intervalo pertinente para cada constante.

Analise a posteriori: Observando as construgoes dos discentes, percebeu-se que con-
seguiram criar controles deslizantes condizentes com os intervalos de variacoes das
constantes, relativas a Lei de resfriamento de Newton. A Figura 49 ilustra esta

constatacao.
Figura 49 — Controles deslizantes construidos por um dos cursistas

populag

120mil habitantes

a=002

Q 110mil habitantes

100mil habitantes

Fonte: Produzida pelo autor.

Validagao: Por esta andlise, conclui-se que a hipdtese envolvida foi validada.

32 passo: Hipdétese envolvida: A)
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Analise a priori: Desta maneira, era esperado neste passo que o discente conseguisse

vincular uma funcao de duas variaveis relacionada a equacao diferencial i kP.

Anadlise a posteriori: Observando-se as construcgoes dos discentes, na tela do compu-
tador, Figura 50 por exemplo, percebeu-se que conseguiram relacionar fungoes de

duas varidveis as equacoes diferenciais relacionadas ao modelo.

Figura 50 - Exemplos de Funcao de duas variaveis vinculada a equacao dife-
rencial do modelo malthusiano

Fungao de Varias Variaweis  Func3o de Varias Variaveis
& iz, v 0.12y B fix.y) 0.5y

Fonte: Produzida pelo autor.

Validacao: Esta analise confirma a validagao da hipdtese envolvida.

4° passo: Hipdéteses envolvidas: A) e B)

Analise a priori: Desta maneira, era esperado que o discente vinculasse o campo de
diregoes as possiveis solugoes do sistema de equagao diferencial relacionado ao feno-
meno. Era esperado que o discente conseguisse visualizar como o crescimento po-

pulacional ocorre.

Analise a posteriori: Os discentes conseguiram visualizar o comportamento, do tama-
nho da populacao, em funcao do tempo. Eles observaram o campo de direcoes
e visualizaram as possiveis solugoes. Esta constatacao, feita pelo pesquisador, foi
motivada pela observacao das falas dos discentes que estavam criando os campos
de diregoes: ““Os segmentos estdo inclinadas para cima. A populagdo vai aumen-

tar.”, “Nossa! Consigo enxergar o grafico de uma funcao exponencial observando

0s segmentos.”

Validagao: De acordo com esta andlise, as hipdteses envolvidas foram validadas.

52 passo: Hipdteses envolvidas: A) e B)

Analise a priori: Desta forma, era esperado que o estudante vinculasse a tendéncia
de crescimento da populacdo, prevista no campo de diregoes, a funcao exponencial

crescente da solugao.
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Analise a posteriori: Foi observado que os discentes vincularam a solu¢ado grafica do
sistema a uma fun¢do exponencial crescente. Na figura 51, observa-se um exem-
plo, feito por um estudante, da solucdo grafica. Os estudantes, ao analisar suas

producoes, falaram por exemplo: “O campo de dire¢des ‘margeia’ a fungao”.

Figura 51 — Campo de direcoes e solugao grafica da equagao diferencial, feitos
por um estudante

populagdo
100mil habitantes
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B0mil habitantes
7Omil habitantes
omil habiantes S S S/ /’,/. VAV,
SOmil habitantes
«‘]mi\hahh‘a’l’w’ll;: P A A
30mil habitantes

20mil habitantest — — o o o o o o

03pgd]” ~ 10anes”  ~ 20anes”  ~ 30anos a0

Fonte: Produzida pelo autor.

Validacao: Desta maneira, as hipdteses envolvidas foram validadas.

62 passo: Hipdétese envolvida A)

Analise a priori: Esperava-se que o estudante conseguisse vincular o grafico dinamico,

a uma simula¢ao do crescimento da populacao.

Analise a posteriori: Foi observado, que os estudantes vincularam o grafico dindmico
a uma simulacao do crescimento populacional. Esta constatacao foi motivada por
falas dos estudantes, como por exemplo: “Hum! O grafico estd sendo desenhado na

tela e posso controlar a velocidade e simular como a populagao cresce realmente.”

Validagao: Desta maneira, a hipétese envolvida foi validada.
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7¢ passo: Hipdteses envolvidas: A) e B)

Analise a priori: Era esperado que o discente percebesse que quanto maior for a popu-
lagao, mais rapido esta populagao crescera. Era esperado que o estudante percebesse

este fato pela curvatura do grafico, mais verticalizada quando a populagao for maior.

Analise a posteriori: Os estudantes perceberam a relagdo o tamanho da populagao e
a velocidade de crescimento. Este fato foi constatado pela observacao dos dialogos
entre os discentes como: ‘O grdfico quando vai passando o tempo ele fica cada vez

mais vertical”’ | ‘A medida que o tempo passa o grifico fica mais em pé.”’

Validagao: Desta forma, as hipdteses envolvidas foram validadas.

82 passo: Hipdtese envolvida: B)

Anadlise a priori: Era esperado que o estudante relacionasse o crescimento populacional
a fungdo exponencial de base e, dada como resposta no 52 passo. Esperava-se
também que o discente percebesse a vantagem de se escrever a solucao final como
uma fungao do tipo exponencial sob a forma f(x) = be®”, com a base e, porque esta
expressao exibe explicitamente ndo apenas o valor inicial b = f(0) como também o

coeficiente «, que estd intimamente ligado a taxa de crescimento/decaimento de f.

Analise a posteriori: Os cursistas perceberam que a fun¢do exponencial de base natu-
ral apareceu como solucao para definir o comportamento do decaimento da diferenca
de temperatura, entre o corpo e ambiente. As observagoes dos didlogos entre os es-

tudantes e o trecho R1, corroboram esta constatacao.

R1 “Fu agora entendo porque a funcao e* é a mais usada, eu jd sabia isso, mas nao
sabia o porqué. Agora eu entendo que ela € mais utilizada, pela sua praticidade, pois
¢ facil observar a taza de variacao de uma funcao, olhando o expoente da solugcao

da equagdo que descreve o fenomeno.”’

Validagao: A hipdtese envolvida foi validada.

Aula 04:

Atividade: Construcao dos Modelos: ‘‘Decaimento Radioativo” e ‘‘Eliminacao

de drogas do organismo’’ utilizando o roteiro.

Hipoéteses envolvidas: A) e B)
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Analise a priori: Desta forma, era esperado que os estudantes construissem os modelos
e percebessem a importancia das taxas de variagoes e dos campos de dire¢oes nas

construcoes dos modelos.

Analise a posteriori: Foi verificado, nesta intervencao, que os estudantes perceberam
a importancia das taxas de variacoes e dos campos de dire¢oes nas construgoes dos
modelos. . Algumas descri¢oes dos cursistas, aparecem a seguir e corroboram esta

constatacao:

R1 ““Sim, pois ao ver o expoente da funcao exponencial, podemos ver as taras de cres-
cimento ou decrescimento, pois a tara de variacio € o niumero que acompanha
a funcgdo, sequndo a regra da derivagdo da funcdo exponencial natural. Quando
usamos o campo de diregoes, podemos visualizar como seria o comportamento de

determinado fendémeno, pois ele nos fornece a inclinagio da funcao no grdfico.”

R2 “Sim, pois com a ajuda deles era possivel observar melhor como acontecia o compor-

tamento do grdafico, se ele ia crescer ou decrescer e em que sentido e dire¢ao.”

Validacgao: As hipdteses envolvidas foram validadas.

Aula 05:

Atividade: Construcao dos Modelo de crescimento populacional Logistico con-
tinuo (Verhulst)

Hipoéteses envolvidas: A), B) e C)

Analise a priori: Esperava-se que o estudante conseguisse relacionar, da melhor ma-
neira possivel, através do ajuste de curvas do GeoGebra os dados populacionais
e as funcoes exponenciais. Também era esperado, que o estudante comparasse a
construcao do modelo de Malthus com a construgao do modelo de Verhulst e que o

estudante obtivesse autonomia para trabalhar com os dados e propor novas relacoes.

Andlise a posteriori: Os estudantes conseguiram construir e relacionar através do ajuste
de curvas do GeoGebra os dados populacionais e as fungdes exponenciais, como foi
constatado nas construcgoes na tela de cada computador. Eles compararam e deixa-
ram suas impressoes sobre os modelos de Malthus e Verhulst. Finalmente, ressalta-se
que dois estudantes durante a aula 05, na construcao dos modelos utilizando os da-
dos do IBGE, perceberam que os dados sobre os censos populacionais, de algumas
cidades com cursos universitarios, eram melhor indexados com curvas de regressao

senoidal. Neste ponto os discentes demonstraram interesse em utilizar a Modelagem
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Matematica para estudar a hipétese de que a variagao populacional de cidades com
perfil de centro universitario e com grande rotatividade populacional tem curva po-
pulacional em funcao do tempo representada por uma senoide. A Figura 52 ilustra
um dos estudantes modelando a situacao supracitada com um curva senoidal. Estes
discentes, procuraram este pesquisador é informaram que deram inicio ao processo
de construcao do Trabalho de Conclusao de Curso utilizando as fung¢oes senoidais

em um das etapas de modelagem do crescimento populacional de espécies sazonais.

Figura 52 — Estudante relacionando variagcao populacional com uma curva se-
noidal.

Fonte: Produzida pelo autor.

O fato supracitado é validado por Bassanezi (2014) que relata que o processo de Mo-
delagem Matematica deve se iniciar através de questoes emergentes das discussoes

do atores envolvidos neste processo.

Validacao: As hipodteses envolvidas foram validadas.

Analises finais

A utilizacao dos modelos de crescimento e decaimento se mostrou eficaz para
contextualizar o processo de ensino-aprendizagem das func¢des exponenciais e logaritmi-
cas. As seguintes descricoes referentes a solicitagdo do questionario 4 ‘‘Descreva como as
atividades desta aula ajudaram vocé a relacionar as func¢oes exponenciais e logaritmicas

aos fendmenos estudados.” corroboram esta afirmacao:

R1 “Entender os modelos de crescimento e decaimento, ajuda de forma significativa o
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entendimento prdatico das funcoes logaritmicas e exponenciais. O ensino baseado na

prdtica pode ser muito util pra entendimento dessas fungoes no geral.”

R2 ““Devido a metodologia, por ser aplicado a um fenomeno real, possibilita visualizar

melhor o comportamento das fungoes.”

R3 “Com as aulas, podemos notar as principais caracteristicas dos fenomenos, e notar
a grande utilidade das fungoes exponenciais na modelagem, uma vez que muitos

fenomenos tem caracteristicas exponenciais.”

R4 “As aulas ajudaram a entender como essas funcoes podem ser aplicadas na prdtica,
em fenomenos do cotidiano. Pois até o momento oque eu tinha visto ou aprendido

era apenas relacionado a parte algébrica da funcao.”

R5 “Nota-se que elas ajudaram ao relacionar as funcoes com aplicacio na realidade.”

Constatou-se que a utilizacao dos modelos proporcionou aos estudantes a com-
preensao da utilidade da Modelagem Matemética para as carreiras dos mesmos como
engenheiros. Este fato pode ser confirmado pelas seguintes descri¢des presentes nos ques-

tionérios:

R1 “Como engenheiro Civil, pode-se usar para prever erros, economia de tempo e custo

da obra, melhor qualidade do projeto final, etc”

R2 “Como engenheiro esse tipo de modelagem pode ser usado para prever situacoes que
podem vir a ocorrer ao planejar um determinado trabalho, com essas previsoes é
possivel detectar possiveis erros que podem acontecer durante a execu¢do, seja qual

for a drea da engenharia.”’

R3 “A partir da modelagem é possivel fazer previsées de determinados fendomenos, oque
pode facilitar na tomada de decisoes importantes a respeito de algum projeto. Como
por exemplo, na engenharia de producao, quanto deve ser ofertado um certo produto
em um determinado tempo e local, sabendo como este é demandado por aquela
populagdo, € possivel fazer um modelo que permita auziliar o quanto deve ser ofertado

de maneira que evite sobras ou falta do produto.”

R4 ““Pensando de uma maneira geral percebe-se que vocé pode prever coisas que acontece-
rao tempos a frente como o clima pra construgdo e relevo.Serve em qualquer drea de
engenharia exemplo disso evoluciao de doencas e varios. Além disso, para resolucdo

de problemas .”’
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7 CONSIDERACOES FINAIS E PERSPECTIVAS FUTURAS

O processo de construcao de uma dissertacdo é complexo e exige tempo e
dedicacao. Esta dissertacao foi importante na construcao do conhecimento e possibilitou
a compreensao de varias teorias e processos.

Ao longo do processo de execugao das etapas do projeto varias fatores influ-
enciaram positivamente o andamento dos trabalhos. Influéncias como comunicagao eficaz
da equipe de trabalho, condigoes satisfatorias e estrutura de funcionamento do Labora-
torio de Simulagao Computacional, quantidade suficiente de material bibliografico para
fundamentagao tedrica e participacao engajada dos estudantes nas intervencoes didaticas.

Um dos objetivos que era propor sequéncias didaticas que auxiliem no pro-
cesso de ensino-aprendizagem de fungoes exponenciais e logaritmicas para os discentes da
Universidade Federal dos Vales do Jequitinhonha e Mucuri, Campus Mucuri, foi atingido
de maneira satisfatéria pois, segundo os cursistas:

“Entender os modelos de crescimento e decaimento, ajuda de forma significa-
tiva o entendimento pratico das fungoes logaritmicas e exponenciais. O ensino baseado na
prdtica pode ser muito util pra (sic) entendimento dessas fungoes no geral.”’

“Com as aulas, podemos notar as principais caracteristicas dos fenomenos,
e notar a grande utilidade das fungoes exponenciais na modelagem, uma vez que muitos
fenomenos tem caracteristicas exponenciais.”

“Ao analisar cada fenomeno pude observar que seu comportamento estd direta-
mente ligado a sua funcao . Os problemas que apresentam tal decrescimento e crescimento
ndo podem ser expressadas por polinomiais, entdo essas fungoes (exponencias e logarit-
micas) sio bdsicas para sua resolugio. Vemos em que podemos aplicar cada fung¢do em
fenomenos reais, jdi que durante muito tempo sabiamos sobre a parte algébrica delas. Foi
muito interessante !’

Durante as intervengoes surgiram ideias e novas motivagoes da parte dos cur-
sistas. Com apontamento extremamente interessante dos resultados obtidos, ressalta-se o
fato ocorrido na Aula 05, por exemplo, quando os estudantes estavam analisando o cres-
cimento populacional de algumas cidades e perceberam que os dados de algumas cidades
com polos universitarios se enquadravam melhor em graficos de fungoes senoidais, sur-
giu entao o questionamento se haveria alguma relacao. Estes questionamentos durante o
processo e surgimento de ideias estd intimamente ligado ao fazer Modelagem Matematica
Bassanezi (2014).

Finalmente, este trabalho abriu possibilidades de concepcao de propostas de
intervengoes didaticas que visem de fato experiéncias em sala de aula que contribuam
para a compreensao das especificidades matematicas relativas as fungoes estudadas.

Para futuros estudos e projetos esta pesquisa pode servir como sugestao de

aplicacao em sala de aula, guardadas as especificidades de cada ambiente de ensino, bem
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como ponto de partida de novas investigagoes utilizando a Modelagem Matematica, o
software GeoGebra e Engenharia Didatica como metodologia de pesquisa.

Nesta ocasiao é importante ressaltar a existéncia de outros modelos de cres-
cimento e decaimento que poderiam ser tratados na pesquisa e que exploram as fungoes
exponenciais e logaritmicas e que nao foram tratados por falta de tempo. Em referén-
cias como ZILL (2003), Bassanezi (2012), Nagle, Saff e Snider (2012), por exemplo,
encontram-se mais opgoes de modelos deste tipo.

Finalmente, um fator a ressaltar é a importancia de um bom e detalhado
planejamento das atividades para o andamento de forma correta da pesquisa e também
da organizagao das informagoes. O trabalho de Fonseca (2012) ilustra a correta utilizagdo

da Engenharia Didatica neste aspecto.
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APENDICE A — Entrevista Introdutéria

08/07/2017 Questionério Introdutério

Questionario Introdutério

UNIVERSIDADE FEDERAL DOS VALES DO JEQUITINHONHA E MUCURI (UFVJM)
PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS GRADUACAO
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL (PROFMAT)

Universo da Pesquisa: Alunos do Curso de Fungdes de Varias Variaveis do curso de BC&T da
UFVJM Campus do Mucuri

Prezado(a) aluno(a),

Pretendemos com estas indagagdes compreender como vocé lida com os seus estudos acerca da
Matematica, bem como as fontes auxiliares de estudo que vocé utiliza.

Atenciosamente,

Lincoln Ferreira Nunes, mestrando do PROFMAT da UFVJM
Jaqueline Maria da Silva, professora doutora do ICET - UFVJM

*Obrigatério

1. Qual o seu nivel de compreenséo dos assuntos matematicos na escola/universidade? *
Marcar apenas uma oval.

Tenho dificuldades em compreender as explicagdes e ndo vou bem nas provas/trabalhos.
Compreendo as explicagdes, mas ndo vou bem nas provas/trabalhos.

Compreendo as explicagdes e com ajuda extra (colegas ou professor particular) vou bem
nas provas/trabalhos.

o ) Compreendo as explicagbes e consigo ir bem nas provas/trabalhos.

2. Quanto tempo vocé dedica para estudar matematica em casa? *
Marcar apenas uma oval.

) Menos de 1 hora por semana.
) De 1 até 3 horas por semana.
) De 3 até 4 horas por semana.

) Mais de 4 horas semanais.

3. Se vocé estuda matematica em casa, quais suas fontes de ajuda e de pesquisa? *
Marcar apenas uma oval.

Pais e/ou parentes.
) Professor particular.
) Livros didaticos impressos e em formato digital na internet.

Videoaulas em sites como o YOUTUBE.

) Outro:

https://docs.google.com/forms/d/1TjbMahCASEAOAZhDdKcCBdyplBzkRByGebpTCo9voX8/edit 12



128

08/07/2017 Questionario Introdutério

4. Em relagdo a programas de computador que ajudam no ensino da matematica: *
Marcar apenas uma oval.

) Nunca nem ouviu falar.

() Jaouviu sobre, mas ndo conhece nenhum.

Conhece algum/alguns, mas nunca utilizou.

( 7‘ Ja utilizou algum.

5. Vocé possui telefone celular?
Marcar apenas uma oval.
() Néo.

Tenho telefone celular do tipo ndo-smartphone.
() Tenho smartphone

6. Se possui smartphone, quais os principais usos que vocé faz? *
Marcar apenas uma oval.

) Telefonar e enviar/receber mensagens de texto.

) Usar as redes sociais.

() Jogar games.

) Para estudar, utilizando aplicativos especificos.

7. Qual sua opinido em relagao ao uso de programas de computador ou aplicativos para
smartphone como auxiliares no i prendi daM atica? *

Marcar apenas uma oval.

() Na&o ajudam.

(") Ajudam pouco.

() Ajudam bastante

Powered by
a Google Forms

https://docs.google.com/forms/d/1TjpbMahCASEAOAZhDdKcCl yGebpTC




129

APENDICE B — Entrevista Exploratéria

08/07/2017 Entrevista exploratoria (Aula 01)

Entrevista exploratéria (Aula 01)

UNIVERSIDADE FEDERAL DOS VALES DO JEQUITINHONHA E MUCURI (UFVJM)
PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS GRADUACAO
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL (PROFMAT)

Pré-Teste

Universo da Pesquisa: Alunos do Curso de Fungdes de Varias Variaveis do curso de BC&T da
UFVJM Campus do Mucuri

Prezado(a) aluno(a),

Pretendemos com essa pesquisa compreender o Ensino das Fungdes Exponenciais e Logaritmicas
ao qual vocés obtiveram (ou nédo) durante o ensino médio. Sendo assim, este momento é muito
importante no desenvolvimento desta investigagéo, pois possibilitara uma reflexdo mais
aprofundada de como esta sendo absorvido este contetido, dando-nos indicagdes significativas a
respeito do mesmo.

Atenciosamente,

Lincoln Ferreira Nunes, mestrando do PROFMAT da UFVJM
Jaqueline Maria da Silva, professora doutora do ICET - UFVJM

*Obrigatério

jou as Fungdes E iais no Ensino Médio? *

1. Vocé
Marcar apenas uma oval.

Sim

Nao

2. Diga com suas palavras o que vocé aprendeu sobre tais fungées? *

3. Qual método de ensino foi usado pelo seu professor?

4. Vocé teve dificuldade na aprendizagem
destas fungées? Em caso afirmativo diga
quais dificuldades.

https://docs.google.com/forms/d/1aegJaCGnREio5qfrhJr8JDNyhdFjMeqj2SmdCVZDQAo/edit 12
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08/07/2017 Entrevista exploratéria (Aula 01)
5. Vocé estudou as Fungdes Logaritmicas no Ensino Médio? *
Marcar apenas uma oval.

Sim

Nao

6. Diga com suas palavras o que vocé aprendeu sobre tais fungdes? *

7. Qual método de ensino foi usado pelo seu professor?

8. Vocé teve dificuldade na aprendizagem
destas fungdes? Em caso afirmativo diga
quais dificuldades.

Powered by

H Google Forms

https://docs.google.com/forms/d/1aegJaCGnREi Jr8JDNyhdFjMeqj2SmdCVZDQAofedit
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APENDICE C — Questionario 01

08/07/2017 Questionario 01(Referente a aula 01)

Questionario 01(Referente a aula 01)

UNIVERSIDADE FEDERAL DOS VALES DO JEQUITINHONHA E MUCURI (UFVJM)
PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS GRADUACAO
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL (PROFMAT)

Universo da Pesquisa: Alunos do Curso de Fungdes de Varias Variaveis do curso de BC&T da
UFVJM Campus do Mucuri

Prezado(a) aluno(a),

Apos a aula tedrica acerca das caracteristicas das fungdes exponenciais e logaritmicas, bem como
relacionar as fungdes exponenciais de base e, vocé é convidado a responder a este questionario
sobre os principais pontos da aula.

Atenciosamente,

Lincoln Ferreira Nunes, mestrando do PROFMAT da UFVJM
Jaqueline Maria da Silva, professora doutora do ICET - UFVJM

1. Descreva e justifique quais as principais caracteristicas da fungao exponencial vocé
percebeu e gostaria de destacar.

2. Descreva e justifique quais as principais caracteristicas das fungdes inversas vocé
percebeu e gostaria de destacar.

3. Descreva e justifique quais as principais caracteristicas da fungao logaritmica vocé
percebeu e gostaria de destacar.

https://docs.google.com/forms/d/1VMkAaJFQlzcz3stg5JNGGm7fXBIUiawWX_3BjI79w0Q/edit 12
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08/07/2017 Questionario 01(Referente & aula 01)

4. Descreva e justifique quais as principais caracteristicas da fungao exponencial de base
"e" vocé percebeu e gostaria de destacar.

Powered by
Google Forms

https://docs.google.com/forms/d/1VMkAaJFQlzcz3stg5JNGGm7fXB9UiawWX_3Bjl79w0Q/edit
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APENDICE D — Questionéario 02

Questionario 02 (Referente & aula 02)

Questionario 02 (Referente a aula 02)

UNIVERSIDADE FEDERAL DOS VALES DO JEQUITINHONHA E MUCURI (UFVJM)
PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS GRADUACAO
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL (PROFMAT)

Universo da Pesquisa: Alunos do Curso de Fungdes de Varias Variaveis do curso de BC&T da
UFVJM Campus do Mucuri

Prezado(a) aluno(a),

Apos a aula tedrica acerca das caracteristicas da Modelagem Matematica, bem como de nogdes de
equagdes diferenciais e de diferencas, vocé é convidado a responder a este questionario sobre os
principais pontos da aula.

Atenciosamente,

Lincoln Ferreira Nunes, mestrando do PROFMAT da UFVJM
Jaqueline Maria da Silva, professora doutora do ICET - UFVJM

sobre M atica

1. Descreva o que vocé

2. Descreva quais as principais caracteristicas que vocé percebeu sobre a Modelagem
Matematica.

3. Vocé ja tinha ouvido ou visto algo sobre equagées diferenciais? Em caso afirmativo
descreva o que vocé ja ouviu ou viu sobre.

https://docs.google.com/forms/d/1-mEe-ufTziYdvMBPshtUSHIIIAI2-f9el TftBIZyiRU/edit 12
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08/07/2017 Questionario 02 (Referente & aula 02)

4. Vocé ja tinha ouvido ou visto algo sobre equagdes de diferengas? Em caso afirmativo
descreva o que vocé ja ouviu ou viu sobre.

5. Descreva as diferengas principais que vocé percebeu sobre fungdes discretas e fungd
continuas.

6. Descreva as caracteristicas que vocé percebeu da com o difer

e de diferengas que poderao ser utilizadas no seu trabalho como engenhelro.

Powered by
Google Forms

https://docs.google.com/forms/d/1-mEe-ufTziYdvMBPshtU5HIIIAI2-f9el TftB9ZyiRU/edit
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APENDICE E — Questionéario 03

08/07/2017 Questionario 03 (Referente & aula 03)

Questionario 03 (Referente a aula 03)

UNIVERSIDADE FEDERAL DOS VALES DO JEQUITINHONHA E MUCURI (UFVJM)
PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS GRADUACAO
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL (PROFMAT)

Universo da Pesquisa: Alunos do Curso de Fungdes de Vérias Variaveis do curso de BC&T da
UFVJM Campus do Mucuri
Prezado(a) aluno(a),

Apos a aula pratica de construgdes de modelos matematicos no Geogebra que resultam em fungées
exponenciais, vocé é convidado a responder a este questionario sobre os principais pontos da aula.

Atenciosamente,

Lincoln Ferreira Nunes, mestrando do PROFMAT da UFVJM
Jaqueline Maria da Silva, professora doutora do ICET - UFVJM

1. Descreva o que vocé percebeu sobre a importancia do conhecimento sobre as

caracteristicas de uma fenémeno para dela-lo
2. Descreva como a dologia img 1 (positi ou negati na sua
compri do da ligagédo do fené 10 dado e das fun¢des exponenciais.

3. Descreva como a utilizagdo do campo de diregdes das taxas de variagao no Geogebra
ajudou vocé a identificar o K final dos feno como fi
exponenciais.

https://docs.google.com/forms/d/1hlIMtwYPBY FIBXSMR7fY OAJR7yRGOZW2dfNuZcjrqk/edit 12



136

08/07/2017 Questionario 03 (Referente & aula 03)
4. Descreva as caracteristicas que vocé percebeu do fenémeno estudado que o ligam a
fungoes exponenciais e qual a importancia da Modelagem Matematica com o auxilio do
Geogebra para vocé perceber estas caracteristicas.

Powered by
E Google Forms

https://docs.google.com/forms/d/1hlIMtwYPBYFIBXSMR7fY OAjR7yRG9ZW2dfNuZcjrq6k/edit
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APENDICE F — Questionario 04

08/07/2017 Questionario 04 (Referente & aula 04)

Questionario 04 (Referente a aula 04)

UNIVERSIDADE FEDERAL DOS VALES DO JEQUITINHONHA E MUCURI (UFVJM)
PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS GRADUACAO
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL (PROFMAT)

Universo da Pesquisa: Alunos do Curso de Fungdes de Varias Variaveis do curso de BC&T da
UFVJM Campus do Mucuri
Prezado(a) aluno(a),

Apo6s vocé ter construido modelos matematicos no Geogebra que resultam em fungdes
exponenciais, vocé é convidado a responder a este questionario sobre os principais pontos da aula.

Atenciosamente,

Lincoln Ferreira Nunes, mestrando do PROFMAT da UFVJM
Jaqueline Maria da Silva, professora doutora do ICET - UFVJM

1. Quais suas impressoes sobre o nivel de dificuldade de trabalho com o Geogebra?

2. Vocé teve alguma dificuldade em aplicar os conceitos das aulas anteriores para construir
os modelos? Em caso afirmativo relacione tais dificuldades.

3. A utilizagdo das taxas de variagéo junto dos campos de diregdes ajudou vocé a relacionar
os fenémenos estudados com as fungoes exponenciais? Em caso afirmativo descreva
como.

google fforms/d/1 3BMMDqYuafRalbhUqL6zU62z-sm5-zGNQ/edit 12
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08/07/2017 Questionario 04 (Referente & aula 04)
4. Descreva suas impressdes sobre a utilizagdo das ferramentas de regressdo do Geogebra
para delar o cr i 1to populacional através das teorias de Malthus (crescimento
exponencial) e de Verhulst (crescimento logistico) com os dados reais do IBGE.

5. Descreva como as atividades desta aula ajudaram vocé a relacionar as fungées

p 1ciais e logari aos fi 10s estudados.
Powered by
B Google Forms

https://docs.google. forms/d/1 3BMMDqYuafRalbhUqL6zU6z-sm5-zGNQ/edit
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APENDICE G — Questionario 05

08/07/2017 Questionario 05 (Referente & aula 05)

Questionario 05 (Referente a aula 05)

UNIVERSIDADE FEDERAL DOS VALES DO JEQUITINHONHA E MUCURI (UFVJM)
PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS GRADUACAO
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL (PROFMAT)

Universo da Pesquisa: Alunos do Curso de Fungdes de Varias Variaveis do curso de BC&T da
UFVJM Campus do Mucuri

Prezado(a) aluno(a),

Apos as intervengdes utilizando os Modelos de Crescimento e Decaimento no Geogebra vocé
novamente relacionara as caracteristicas das fungdes exponenciais e logaritmicas, bem como
relacionar as fungdes exponenciais de base através deste questionario.

Atenciosamente,

Lincoln Ferreira Nunes, mestrando do PROFMAT da UFVJM
Jaqueline Maria da Silva, professora doutora do ICET - UFVJM

1. Relaci as principai isticas das fi

2. Relacione as principais caracteristicas das funcdes inversas das fungées exponenciais.

3. Relaci as principai isticas da fungao logaritmica.

https://docs.google.com/forms/d/1iUTE9dvRDBzzo-84gRLZCA1LnDnwigjZHHCEba25N8Q/edit 12
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08/07/2017 Questionario 05 (Referente & aula 05)
4. Descreva e justifique quais as principais caracteristicas da fungao exponencial de base

Powered by
Google Forms

https://docs.google.com/forms/d/1iUTE9dvRDBzz0-84gRLZCA1LnDnwi8jZHHC6Eba25N8Q/edit
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ANEXO A - PARECER CONSUBSTANCIADO DO CEP 1902702

C e UNIVERSIDADE FEDERAL DOS
VALES DO JEQUITINHONHA E %" g
comité de
élica em pesquisa MUCURI
PARECER CONSUBSTANCIADO DO CEP
DADOS DO PROJETO DE PESQUISA
Titulo da Pesquisa: Modelos de crescimento e decaimento aplicados ao ensino de fungdes exponenciais e
logaritmicas
Pesquisador: LINCOLN FERREIRA NUNES
Area Tematica:
Versdo: 2
CAAE: 61212916.0.0000.5108
Instituicdo Proponente: UNIVERSIDADE FEDERAL DOS VALES DO JEQUITINHONHA E MUCURI
Patrocinador Principal: UNIVERSIDADE FEDERAL DOS VALES DO JEQUITINHONHA E MUCURI

DADOS DO PARECER

Numero do Parecer: 1.902.702

Apresentacao do Projeto:

Esta pesquisa visa analisar as possibilidades de utilizagdo de modelos de crescimento e decaimento no
processo de ensino-aprendizagem de fungdes exponenciais e logaritmicas, utilizando a Engenharia Didatica
como metodologia de pesquisa. Os discentes da turma de Fungbes de varias varidveis da Universidade
Federal dos Vales do Jequitinhonha e Mucuri, campus do Mucuri, participardo do experimento que
investigara as possibilidades supracitadas.

Objetivo da Pesquisa:

Objetivo Primario:

Propor sequéncias didaticas que auxiliem no processo de ensino-aprendizagem de Fungdes exponenciais e
logaritmicas para a turma de Fungdes de vérias varidveis da Universidade Federal dos Vales do
Jequitinhonha e Mucuri, campus do Mucuri.

Objetivo Secundario:

Detectar as principais dificuldades no processo de ensino-aprendizagem de Fung¢des exponencias e
logaritmicas e propor sequéncias didaticas que sanem estas dificuldades.

Avaliagéo dos Riscos e Beneficios:

Riscos:

Os riscos que podem estar relacionados com a participagdo na pesquisa sdo: a identificagao e

Endereco: Rodovia MGT 367 - Km 583, n® 5000

Bairro: Alto da Jacuba CEP: 39.100-000
UF: MG Municipio: DIAMANTINA
Telefone: (38)3532-1240 Fax: (38)3532-1200 E-mail: cep@ufvjm.edu.br
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comité de MUCURI

élica em pesquisa

Continuagéo do Parecer: 1.902.702

possivel constrangimento ao responder os questionarios a serem aplicados. Tais riscos serdo minimizados
pelos seguintes procedimentos: participagdo dos discentes nas atividades de pesquisa preenchendo
formulérios on-line NA PLATAFORMA GOOGLE FORMS, sem possibilidade de vazamento de informagdes,
além da

dispensa de identificagdo nominal dos mesmos.

Beneficios:

Os discentes poderao ter como beneficio aperfeicoamento dos seus conhecimentos em relagéo ao contetido
a ser trabalhado e as rotinas do software matematico a ser utilizado.A utilizagdo da modelagem matematica
podera propiciar ao estudante obtengao de autonomia cientifica para trabalhar com modelos na sua
profissdo de engenheiro.

Comentarios e Consideragoes sobre a Pesquisa:

Este projeto de pesquisa se fundamenta na Engenharia Didatica como metodologia de pesquisa em suas
quatro etapas: 1.Andlises prévias: Permitirdo ao pesquisador identificar as varidveis didaticas que serao
utilizadas nas proximas fases. Inicialmente serdo aplicados questiondrios diagnésticos na turma de Fungdes
de vérias varidveis da Universidade Federal dos Vales do Jequitinhonha e Mucuri, com o intuito de verificar
as dificuldades encontradas pelos discentes no estudo de fungdes exponenciais e logaritmicas.
2.Construgédo e andlise a priori:Nesta etapa sera feito todo o planejamento das atividades, como escolha das
varidveis locais e quais estratégias tomar, baseado nos resultados obtidos pela investigacao feita nas
andlises prévias. 3.Experimentagdo: Primeiro, sera feito uma pesquisa bibliografica com intuito de definir
quais as melhores formas de avaliar o estudante, no que se diz respeito ao processo de ensino-
aprendizagem de Fungdes exponenciais e logaritmicas. Logo apés, serdo aplicadas cinco (5) sequéncias
didaticas envolvendo modelos de crescimento e decaimento aplicados ao ensino das fungdes supracitadas.
As atividades serao realizadas no Laboratério de Simulagao Computacional do ICET, no Campus do Mucuri
da UFVJM onde: na aula 01 o estudante inicialmente respondera emM 10 minutos um (questionario
introdutério, com o intuito de compreender como ele lida com o COM ESTUDOS ACERCA DA
MATEMATICA, BEM COMO AS FONTES AUXILIARES DE ESTUDO QUE UTILIZA. EM SEQUENCIA
UTILIZARA 20 MINUTOS PARA RESPONDER A (ENTREVISTA EXPLORATORIA) EM FORMA DE
QUESTIONARIO SOBRE O QUE APRENDEU NO ENSINO MEDIO SOBRE AS FUNGOES
EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS. DEPOIS ASSISTIRA, DURANTE 60 MINUTOS, UMA AULA TEORICA
SOBRE AS FUNGOES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS E APOS ESTA AULA RESPONDERA, EM 30
MINUTOS, AO (QUESTIONARIO 01) SOBRE OS PRINCIPAIS PONTOS DESTA AULA. NA AULA 02
COMO APORTE

PARA O PROSSEGUIMENTO DAS INTERVENGOES O DISCENTE ASSISTIRA UMA AULA TEORICA DE

Endereco: Rodovia MGT 367 - Km 583, n? 5000

Bairro: Alto da Jacuba CEP: 39.100-000
UF: MG Municipio: DIAMANTINA
Telefone: (38)3532-1240 Fax: (38)3532-1200 E-mail: cep@ufvjm.edu.br
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Gontinuagao do Parecer: 1.902.702

MINUTOS SOBRE NOGOES BASICAS DE MODELAGEM MATEMATICA COM EQUAGOES
DIFERENCIAIS E EQUAGOES DE DIFERENGAS, DEPOIS TERA 30 MINUTOS PARA RESPONDER AO
(QUESTIONARIO 02) SOBRE OS PRINCIPAIS PONTOS DA AULA. NA AULA 03 SERAO CONSTRUIDOS
PELO PESQUISADOR NO GEOGEBRA, COM O AUXILIO DO DATA SHOW, UTILIZANDO A
MODELAGEM MATEMATICA E TEORIAS SOBRE OS FENOMENOS (LEI DO RESFRIAMENTO DE
NEWTON; ELIMINAGAO DE ALCOOL PELO SANGUE; MODELO DE CRESCIMENTO POPULACIONAL
DE MALTHUS), TRES MODELOS SIMPLISTAS QUE RESULTAM EM FUNGOES EXPONENCIAIS, O
ESTUDANTE ACOMPANHARA E FARA TAMBEM ESSAS CONSTRUGCOES NO GEOGEBRA, ESTE
PROCESSO SERA FEITO EM 90 MINUTOS, APOS ISSO O ALUNO TERA 30 MINUTOS PARA
RESPONDER AO (QUESTIONARIO 03) SOBRE OS PRINCIPAIS PONTOS DA AULA. NA AULA 04 O
DISCENTE CONSTRUIRA TRES MODELOS PROPOSTOS UTILIZANDO OS CONHECIMENTOS
ADQUIRIDOS SOBRE A MODELAGEM NA AULA 02 E SOBRE O GEOGEBRA NA AULA 03, COM O
TEMPO ESTIMADO DE 120 MINUTOS. NA AULA 05 O ESTUDANTE UTILIZARA DADOS OBTIDOS NO
SITE DO IBGE E AS FUNGOES DE REGRESSAO DO GEOGEBRA PARA MODELAR O CRESCIMENTO
POPULACIONAL DE ALGUMAS CIDADES ATRAVES DE CURVAS LOGISTICAS E EXPONENCIAIS, BEM
COMO VISUALIZAR A IMPORTANCIA DAS EQUAGOES DE DIFERENGA E LOGARITMOS EM TAIS
SITUACOES, COM O TEMPO ESTIMADO DE 60 MINUTOS, AO FINAL DA AULA O ESTUDANTE
RESPONDERA O (QUESTIONARIO 04) ESPECIFICO SOBRE OS PRINCIPAIS PONTOS DA (AULA 04) E
DA (AULA 05) , TEMPO ESTIMADO DE 30 MINUTOS, E DEPOIS RESPONDERA AO (QUESTIONARIO
05) SOBRE OS PRINCIPAIS PONTOS DA INTERVENQAO EM GERAL AVALIANDO DE FORMA
QUALITATIVA A INTERVENGAO APLICADA PARA USAR COMO PAR METRO NA PESQUISA, TEMPO
ESTIMADO 30 MINUTOS.4.Validacéo e andlise a posteriori: Nesta etapa que encerra a pesquisa, sera
investigado se os objetivos foram alcangados, e se as hipdteses foram ou nao vélidas. NESTA ETAPA OS
RESULTADOS DO (QUESTIONARIO 05) SERAO COMPARADOS COM O RESULTADO DA ANALISE A
PRIORI FEITA MEDIANTE O (QUESTIONARIO 01).

Metodologia de Andlise de Dados:

A partir dos questionarios elaborados e do desenvolvimento da sequéncia didatica construida, sera
desenvolvida uma anélise de dados fundamentada nos principios da Engenharia Didatica. OS
RESULTADOS DO (QUESTIONARIO 05) SERAO COMPARADOS COM OS

RESULTADOS DA ANALISE A PRIORI FEITA MEDIANTE O (QUESTIONARIO 01) A COMPARAGAO
QUALITATIVA SERA SOBRE A PERCEPCAO DOS ESTUDANTES SOBRE A NECESSIDADE DE
UTILIZAR FUNGCOES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS PARA MODELAR OS PROCESSOS DE
CRESCIMENTO E DECAIMENTO.A ANALISE SERA FEITA ATRAVES DA IDENTIFICAGAO DAS

Endereco: Rodovia MGT 367 - Km 583, n? 5000

Bairro: Alto da Jacuba CEP: 39.100-000

UF: MG Municipio: DIAMANTINA

Telefone: (38)3532-1240 Fax: (38)3532-1200 E-mail: cep@ufvjm.edu.br
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Continuagéo do Parecer: 1.902.702

(QUESTIONARIO 01) E AS RESPOSTAS DAS PERGUNTAS SIMILARES (NO QUESTIONARIO 05). A
EVOLUGCAO DO APRENDIZADO SERA CONSIDERADA QUALITATIVAMENTE ATRAVES DAS
RESPOSTAS. PARA OS DISCENTES NAO SEREM IDENTIFICADOS NOMINALMENTE SERAO
RELACIONADOS POR “ESTUDANTE 01", “ESTUDANTE 02", ..., “ESTUDANTE 20".
Consideragdes sobre os Termos de apresentagéo obrigatdria:

Foram apresentados os seguintes termos: Projeto de Pesquisa, Folha de Rosto, Cronograma e TCLE.

Recomendacoes:

- Segundo a Carta Circular n®. 003/2011/CONEP/CNS, de 21/03/11, ha obrigatoriedade de rubrica em todas
as paginas do TCLE pelo sujeito de pesquisa ou seu responsavel e pelo pesquisador, que devera também
apor sua assinatura na Ultima pagina do referido termo.

- Relatério final deve ser apresentado ao CEP ao término do estudo em 17/03/2017. Considera-se como
antiética a pesquisa descontinuada sem justificativa aceita pelo CEP que a aprovou.

Conclusdes ou Pendéncias e Lista de Inadequagées:

O projeto atende aos preceitos éticos para pesquisas envolvendo seres humanos preconizados na
Resolugdo 466/12 CNS.

Este parecer foi elaborado baseado nos documentos abaixo relacionados:

Tipo Documento Arquivo Postagem Autor Situagao
Informagdes Basicas| PB_INFORMAGOES_BASICAS_DO_P | 09/12/2016 Aceito
do Projeto ROJETO 784534.pdf 20:38:19
Projeto Detalhado / |PROJETO_DE_PESQUISA.pdf 09/12/2016 |LINCOLN FERREIRA| Aceito
Brochura 20:38:03 [NUNES
Investigador
Outros Questionario_04.pdf 09/12/2016 |LINCOLN FERREIRA| Aceito
20:07:45 |NUNES

Outros Questionario_05.pdf 09/12/2016 [LINCOLN FERREIRA| Aceito
19:46:33 |NUNES

Outros Questionario_03.pdf 09/12/2016 |LINCOLN FERREIRAl Aceito
19:45:40 |NUNES

QOutros Questionario_02.pdf 09/12/2016 |LINCOLN FERREIRA| Aceito
19:45:15 |NUNES

Qutros Questionario_01.pdf 09/12/2016 |LINCOLN FERREIRA| Aceito

Endereco: Rodovia MGT 367 - Km 583, n? 5000

Bairro: Alto da Jacuba CEP: 39.100-000
UF: MG Municipio: DIAMANTINA
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Outros Questionario_01.pdf 19:44:49 |NUNES Aceito
Outros Entrevista_exploratoria.pdf 09/12/2016 [LINCOLN FERREIRA] Aceito
19:43:23 |NUNES
QOutros Entrevista_Introdutoria.pdf 09/12/2016 [LINCOLN FERREIRA] Aceito
19:40:39 |NUNES
TCLE/Termos de [ TCLE_modelo.pdf 09/12/2016 |LINCOLN FERREIRA Aceito
Assentimento / 19:04:21  |NUNES
Justificativa de
Auséncia
TCLE/Termos de [TCLE_assinado.pdf 09/12/2016 |LINCOLN FERREIRA[ Aceito
Assentimento / 19:04:04 |NUNES
Justificativa de
Auséncia
Folha de Rosto Folha_de_rosto.pdf 09/12/2016 [LINCOLN FERREIRA] Aceito
16:16:05 |NUNES

Situacao do Parecer:
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Necessita Apreciacdo da CONEP:
Nao

DIAMANTINA, 31 de Janeiro de 2017
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