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RESUMO

Este trabalho relaciona a utilização da Modelagem Matemática no processo de ensino-
aprendizagem das funções exponenciais e logarítmicas nos primeiros anos do ensino Su-
perior, com possibilidades de aplicação no Ensino Médio. Inicialmente, relacionou-se a
importância das funções supracitadas na descrição de fenômenos das ciências em geral.
Em seguida, após análise sobre os livros didáticos, detectou-se deficiências em relação à
contextualização do estudo das referidas funções nestes livros. Para propor sequências
didáticas que auxiliassem a suprir as lacunas desta contextualização utilizou-se a Mode-
lagem Matemática, com auxílio do software GeoGebra. Para analisar a utilização das
sequências didáticas propostas, foi escolhida a Engenharia Didática como metodologia de
pesquisa. Finalmente, após planejadas as sequências didáticas, as intervenções didáticas
foram realizadas, tendo como público-alvo um grupo de estudantes do curso de Bachare-
lado em Ciência e Tecnologia do Campus Mucuri da Universidade Federal dos Vales do
Jequitinhonha e Mucuri. Ao final das intervenções, questionários e relatos produzidos fo-
ram analisados, em relação ao cumprimento do objetivo inicial da pesquisa. Constatou-se
ao final das análises dos resultados obtidos, um progresso expressivo dos estudantes em
relação à compreensão da utilização das funções supracitadas nas ciências.

Palavras chave: Modelagem Matemática. Engenharia Didática. Ensino-aprendizagem.
Funções exponenciais e logarítmicas. GeoGebra.





ABSTRACT

This work relates the use of Mathematical Modeling in the teaching-learning process of
exponential and logarithmic functions in College Education, With possibilities of appli-
cation in High School. The importance of the above-mentioned functions in phenomenas
description in general was initially related. Then, after analyzing the textbooks, deficien-
cies were detected in relation to the contextualization of the study of these functions in
these books. In order to propose didactic sequences that helps to fulfil the gaps of this
contextualization, Mathematical Modelling with the help of software GeoGebra was used.
In order to analyze the use of the proposed didactic sequences, Didactic Engineering was
chosen as a research methodology. Finally, after the didactic sequences were planned, the
didactic interventions were carried out targeting a group of students from the Bachelor’s
Degree in Science and Technology of the Mucuri Campus of the Federal University of the
Jequitinhonha and Mucuri Valleys. At the end of the interventions, the questionnaires
and reports produced were analyzed in relation to the accomplishment of the initial ob-
jective of the research. At the end of the analysis of the reports and questionnaires, a very
significant progress was made by the students in understanding the use of these functions
in the sciences.

Keywords: Mathematical Modeling. Didactic Engineering. Teaching-Learning. Expo-
nential and Logarithmic Functions. GeoGebra.
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1 INTRODUÇÃO

A Matemática enquanto ciência desenvolveu-se gradualmente às necessidades
intelectuais e práticas da sociedade. O crescimento desta ciência teve como um dos seus
precursores o pensamento de Euclides que visava a construção lógica e axiomática da
Geometria. Em seguida, o avanço desta ciência fomentou-se pelas invenções práticas de
Arquimedes, que preferia a Matemática Pura à Aplicada. As ciências exatas também
tiveram verdadeira proteção, ampliação e divulgação do conhecimento dados pelos árabes
durante a Idade Média. Estes fatos mostram que o impulso das grandes construções
científicas foram os problemas de natureza tanto intelectual quanto práticas, como é visto
em Boyer (2012).

Conforme os desafios matemáticos foram surgindo, novas teorias foram cons-
truídas para auxiliar o contorno de um problema específico e posteriormente estas novas
construções foram utilizadas para problemas similares, ou muitas das vezes totalmente
diferentes no princípio, como foi o caso dos logaritmos antes usados apenas como auxílio
para cálculos procedimentais e hoje utilizados em diversas aplicações importantes como
modelos de crescimento populacional, como é citado em Lima (2013), Beltrão e Igliori
(2010) e Tatsch e Bisognin (2007).

Relacionadas aos logaritmos há a função logarítmica e a sua função inversa, a
função exponencial, as quais são importantes nas ciências exatas, sociais, médicas e muitas
outras, já que vários fenômenos necessitam de tais funções na sua análise e compreensão
como podemos ver em Lima et al. (2010). Contudo, para que as pessoas que trabalham
com a Ciência, ou as que necessitam dos seus conhecimentos em algum momento, possam
aprender de alguma forma como manipular e compreender tais funções elas precisam
estudá-las. O meio usual para que a aprendizagem ocorra são as instituições de ensino
e, desta forma, este trabalho partiu de indagações sobre como o processo de ensino-
aprendizagem das funções supracitadas está acontecendo no Brasil.

Para analisar como está o ensino destas funções e propor intervenções que
introduzam melhorias neste processo foi escolhida a metodologia de pesquisa denominada
Engenharia Didática, encontrada em Artigue (1996), Brousseau (1996), Carneiro (2005)
e Fonseca (2012).

Para Almouloud e Da Silva (2012) a noção de Engenharia Didática (clássica
ou de primeira geração) iniciou-se na didática da matemática no início dos anos 1980.
Primeiramente em 1982 por Yves Chevallard e Guy Brousseau, depois, em 1989, por Mi-
chèle Artigue. A Engenharia Didática foi apresentada como uma metodologia de pesquisa
suscetível de fazer aparecer fenômenos didáticos em condições mais próximas possíveis do
funcionamento de uma sala de aula clássica.

A Engenharia Didática que visa unir a pesquisa à prática tem como foco o
ensino de Matemática, segundo Carneiro (2005), abrangendo quatro etapas: Análises



18

Prévias, Concepção e Análise a Priori, Experimentação e Análise a Posteriori e Validação
da Experiência. As quatro etapas descritas anteriormente estão explicadas no segundo
capítulo deste trabalho.

Durante a fase das análises prévias analisou-se como está o ensino das fun-
ções exponenciais e logarítmicas na Educação Básica. Para esta finalidade foi necessário
investigar os livros utilizados pelas escolas públicas brasileiras provenientes do PNLD
(Programa Nacional do Livro Didático). A alocação de uma coleção de livros neste pro-
grama e sua posterior escolha por uma equipe escolar obedecem diretrizes como a LDB
(Lei de Diretrizes e Bases da Educação, Lei nº 9394 de 1996) (BRASIL, 1996), os PCN’s
(Parâmetros Curriculares Nacionais) (BRASIL, 1997) e o PPP (Projeto Político Pedagó-
gico) de cada unidade escolar.

O material e os métodos utilizados pelo docente durante o processo de ensino-
aprendizagem das funções exponenciais e logarítmicas é influenciado diretamente pelos
livros didáticos que o mesmo utiliza, já que estes livros estão presentes em quase todas as
escolas públicas do território nacional e muitas vezes são a única fonte de pesquisa para
os professores e estudantes.

Em Masetti e Pires (2014) os autores analisaram como as funções exponenciais
e logarítmicas são abordadas em livros didáticos de Matemática, oferecidos às escolas
brasileiras pelo Programa Nacional do Livro Didático – PNLD, no Ensino Médio de 2015
e como é proposta a construção, sistematização e consolidação de conhecimentos nesses
manuais, notando uma preferência dos autores por exercícios procedimentais repetitivos
e estudo mecanizado das propriedades das potências e dos logaritmos.

Nos PCN’s do ensino médio a necessidade da Matemática auxiliar o desenvol-
vimento das Ciências da Natureza é explicitada, levando em conta a contextualização e a
utilização da Matemática como linguagem de construção das Ciências (BRASIL, 2002).

Seguindo esta linha de raciocínio, Oliveira (2014) analisou a contextualização
das funções exponencial e logarítmica nos livros didáticos do ensino médio e detectou que
embora vários livros didáticos motivem o ensino das funções exponenciais e logarítmicas
através da contextualização, muitos promovem a contextualização de forma equivocada.

O fato da contextualização do estudo das funções supracitadas não ser traba-
lhada corretamente durante o ensino médio acarreta dificuldades de aprendizagem para os
estudantes da Educação Básica que seguem para o Ensino Superior. Em Da Silva, Jardim
e Carius (2016) são explicitadas algumas dificuldades, dos estudantes, encontradas nos
primeiros períodos do Bacharelado em Ciência e Tecnologia (BC&T) da UFVJM, Cam-
pus do Mucuri. Por este motivo, escolheu-se como público-alvo da pesquisa estudantes
dos primeiros semestres de um curso superior voltado para as Ciências Exatas.

Durante a fase de análise a priori e concepção da pesquisa foi proposta a
utilização da Modelagem Matemática no processo de ensino-aprendizagem das funções
exponenciais e logarítmicas em uma turma recém chegada do Ensino Médio que estava
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nos primeiros semestres do BC&T da UFVJM campus do Mucuri.
Como proposta de contextualização do ensino, foi escolhida a Modelagem Ma-

temática que atua satisfatoriamente neste fim, pois a sua aplicação pressupõe a interdis-
ciplinariedade, ou seja, propõe aliar a matemática às outras ciências para que atue como
instrumento de compreensão e de eventuais modificações da realidade, de acordo com
Bassanezi (2014).

Este trabalho visa apresentar algumas aplicações das funções exponenciais
e logarítmicas em problemas de crescimento e decaimento, bem como os mecanismos
de modelagem computacional destas funções, com aporte de equações diferenciais e de
diferenças, propiciando uma proposta relevante para os estudantes dos primeiros semestres
de um curso superior em Ciências exatas e tecnológicas.

É importante ressaltar que feitas as devidas adaptações, como utilização de
equações de diferenças, passíveis de serem utilizadas no ensino médio e não uso das equa-
ções diferenciais, a proposta deste trabalho pode ser explorada na Educação Básica.

De acordo com as indagações e relatos, vistos anteriormente, as seguintes hi-
póteses foram levantadas:

A) A utilização de computadores, com o software GeoGebra como recurso didático, fo-
menta as possibilidades de visualização, cálculo e interpretação;

B) O estudo das funções exponencial e logarítmica, através dos modelos de crescimento
e decaimento, melhora a compreensão destes conteúdos;

C) Há relação entre o estudo contextualizado das funções exponenciais e logarítmicas e
a aplicação do conteúdo aprendido em situações reais, pelos discentes;

Para descrever melhor a pesquisa realizada, este trabalho será dividido em ca-
pítulos. Esta Introdução compõe o primeiro capítulo e no segundo capítulo a metodologia
de pesquisa Engenharia Didática será elucidada e algumas experiências no processo de
ensino serão relatadas.

O terceiro capítulo abordará a primeira etapa da Engenharia Didática, as aná-
lises prévias, levando em consideração a análise sobre funções exponenciais e logarítmicas.
Serão mostradas as definições e as caracterizações destas relações funcionais, vide Lima
et al. (2012a) e Lima (2013).

Também no terceiro capítulo, ainda em relação às análises prévias, será levado
em conta como os estudantes do Ensino Médio estudam as funções logarítmicas e expo-
nenciais. Esta análise leva em conta que os discentes alvos da pesquisa, 18 estudantes
que aceitaram espontaneamente o convite, estavam nos semestres iniciais do BC&T e ha-
viam estado no ensino médio há menos de três anos em média, como foi constatado por
conversas iniciais.
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O quarto capítulo mostrará a fase de análise a priori e construção das ativida-
des do projeto, onde inicialmente serão introduzidos tópicos sobre a Modelagem Matemá-
tica abordando as equações diferenciais e de diferenças, vistos em Bassanezi e Ferreira Ju-
nior (1988), Bassanezi (2014) e Zill (2003). Posteriormente serão relacionados os modelos
de crescimento e decaimento que serão utilizados nas ações didáticas,segundo Bassanezi
(2014). Neste capítulo será apresentado o processo de construção e planejamento das
rotinas didáticas com o auxílio das TIC’s (Tecnologias da Informação e Conhecimento),
na forma do software GeoGebra, já que a utilização de tais recursos é um grande auxílio
no processo de ensino-aprendizagem, segundo Borba (2007).

No quinto capítulo, a experimentação realizada com discentes do BC&T da
UFVJM Campus Mucuri será detalhada. Serão apresentadas e discutidas as interações
dos estudantes com os modelos produzidos no GeoGebra, tanto na visualização, quanto
na construção dos mesmos.

No sexto capítulo os resultados das Análises a Priori e a Posteriori da Enge-
nharia Didática serão comparados, mostrando as características que apresentam a rele-
vância dos modelos de crescimento e decaimento no processo de ensino-aprendizagem das
funções exponencias e logarítmicas. Finalmente, após intensos estudos e discussões dos
resultados obtidos, a experiência será validada.

Por fim, no sétimo e último capítulo serão feitas as considerações finais sobre
os estudos realizados e as perspectivas futuras.
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2 A ENGENHARIA DIDÁTICA

Durante a fase de estudos que antecedeu a confecção desta dissertação, fo-
ram diagnosticadas algumas discrepâncias em relação ao que foi proposto no ensino das
Funções Exponenciais e Logarítmicas, para o Ensino Médio, pelos PCN’s Brasil (2002).
Estas discrepâncias acarretam defasagens de aprendizagem para os alunos ingressantes
nos primeiros anos do ensino superior, principalmente em cursos envolvendo as ciências
exatas, segundo Jardim et al. (2015).

A análise, que suscitou o percebimento destas faltas, está presente na subseção
deste trabalho que trata das funções exponenciais e logarítmicas nos livros didáticos do
PNLD (Programa Nacional do Livro Didático). Nesta investigação detectou-se, nos refe-
ridos livros didáticos distribuídos pelo PNLD, a falta ou inadequação de contextualização,
segundo Oliveira (2014).

Após análises de trabalhos como Carneiro (2005), Fonseca (2012), Jardim et
al. (2015) e Pereira, Da Silva e Jardim (2017) optou-se em utilizar a Engenharia Didá-
tica como metodologia de pesquisa de forma que auxiliasse no estudo das possibilidades
para melhoras na aprendizagem, pois, como cita Pais (2015), a principal vantagem da
Engenharia Didática é aliar a prática pedagógica com a pesquisa. Além disso, o interesse
pela utilização de tal metodologia durante o processo de investigação é motivado pela
dualidade entre as dimensões teórica e experimental do saber.

Segundo Pais (2015), as técnicas tradicionais que utilizam questionários, ob-
servações diretas, entrevistas, análises de livros, análise documental, não suprem a com-
plexidade do fenômeno didático. O autor ainda afirma que esses instrumentos são válidos,
no universo de suas próprias limitações, mas que não têm a especificidade necessária para
interpretar a dimensão do aspecto cognitivo em nível da aprendizagem escolar. Final-
mente, o autor reitera que a utilização da Engenharia Didática reforça a confiabilidade
da pesquisa e sua potencialidade se deve à defesa do vínculo com a realidade da sala de
aula.

Para Araújo e Igliori (2009), nesta metodologia de pesquisa tem-se um método
qualitativo de pesquisa que utiliza a abordagem comparativa baseada em uma validação
interna, ou seja, não utiliza métodos comparativos da Estatística Clássica. O fato desta
metodologia ser de validação interna é propício para o trabalho com uma amostra redu-
zida de estudantes. No trabalho apresentado nesta dissertação, a pesquisa contou com a
colaboração de 18 estudantes.

A formação da metodologia de pesquisa Engenharia Didática serve para ana-
lisar situações didáticas, que são objeto de estudo da Didática da Matemática. Esta
metodologia tem sido mais utilizada na orientação de pesquisas que fazem referência à
didática da matemática, que por sua vez, é formada em parte pelos conceitos como a
Teoria dos Obstáculos epistemológicos de Bachellard e a Teoria das Situações Didáticas
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de Brousseau, segundo Machado (1999).
A expressão Engenharia Didática faz alusão ao trabalho de um engenheiro

que, para realizar um projeto, se apoia em conhecimentos científicos de sua área, aceita
submeter-se a um controle de tipo científico, mas ao mesmo tempo se vê obrigado a
trabalhar objetos bem mais complexos do que os objetos depurados da ciência e, portanto,
enfrentar, com todos os meios que dispõe, problemas que a ciência não quer ou não pode
levar em conta, de acordo com Artigue (1996).

Quando se utiliza a Engenharia Didática é necessário controlar sistematica-
mente a prática da pesquisa para que se preserve as condições de confiabilidade da ati-
vidade científica, através da utilização de métodos bem fundamentados. A Engenharia
Didática se constitui em uma forma de sistematizar a aplicação de um determinado mé-
todo na pesquisa didática, como é visto em Pais (2015).

A autora, em Artigue (1996), caracteriza a Engenharia Didática como um
esquema experimental baseado em realizações didáticas em classe, onde o pesquisador
trabalha sobre a concepção, a realização, a observação e a análise de sequências de ensino.

Após análises de trabalhos de Artigue (1996), Carneiro (2005), Fonseca (2012)
e Pais (2015) tem-se um referencial explicativo sobre as fases da Engenharia Didática
que são apresentadas em quatro etapas: Análises Prévias, Concepção e Análise a Priori,
Experimentação e Análise a Posteriori e Validação da Experiência. Estas etapas serão
explicitadas a seguir, bem como a delimitação do que foi feito durante a pesquisa seguindo
esta organização em fases.

Análises Prévias

Na etapa de análises prévias é escolhido um quadro teórico sobre o qual o
pesquisador fundamenta seu trabalho. Nesta etapa se fazem as inferências, como o le-
vantamento das constatações experimentais, a caracterização das concepções dos sujeitos
envolvidos e a análise das condições da realidade sobre a qual a experiência será reali-
zada. Durante esta fase é aconselhável descrever inicialmente as principais dimensões que
participam da constituição do objeto de estudo e que definem o fenômeno a ser estudado,
tais como a epistemológica, cognitiva e pedagógica, de acordo com Pais (2015).

Para Carneiro (2005), as análises prévias são estruturadas, com a finalidade
de averiguar o funcionamento do ensino habitual do conteúdo para, em seguida, propor
uma intervenção que modifique para melhor a sala de aula usual. Nesta análise os efeitos
do ensino tradicional são analisados, levando em conta as concepções dos estudantes e as
dificuldades e obstáculos que marcam a evolução da aprendizagem. Neste ponto as falhas
encontradas são o ponto de partida para determinar condições possíveis de melhoras no
processo de ensino-aprendizagem.

Em Artigue (1996) e Carneiro (2005) tem-se a distinção das três dimensões
das análises prévias: A dimensão epistemológica ou do saber, a dimensão didática ligada
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ao funcionamento do sistema de ensino e a dimensão cognitiva ligada ao público-alvo do
processo de ensino-aprendizagem.

Durante a investigação, na pesquisa relatada nesta dissertação, a dimensão
epistemológica analisada tratou das Funções Exponenciais e Logarítmicas, seus conceitos,
características e definições inerentes. Esta análise está apresentada no terceiro capítulo
deste trabalho.

A análise da dimensão didática foi voltada inicialmente para os PCN’s (Parâ-
metros Curriculares Nacionais) do Ensino Médio, (BRASIL, 2002), onde verificou-se as
indicações para o ensino da Matemática durante esta etapa do ensino regular brasileiro.
Em seguida, analisou-se os trabalhos de Masetti e Pires (2014) e Oliveira (2014), onde
os autores verificam como o conteúdo referente às Funções Exponencial e Logarítmica
está representado nos livros didáticos do PNLD (Programa Nacional do Livro Didático).
A escolha pela análise destas obras foi motivada pela utilização dos livros didáticos do
programa em todo o território nacional, o que influencia o trabalho dos profissionais da
Educação que muitas vezes utilizam este material como única fonte bibliográfica. Esta
investigação está relatada também no terceiro capítulo.

A análise da dimensão cognitiva investigou as impressões e ideias dos estu-
dantes, público alvo da pesquisa, em relação ao conteúdo a ser trabalhado. Durante a
pesquisa esta etapa foi realizada na Aula 01, onde os cursistas participantes responderam
à Entrevista Introdutória e à Entrevista Exploratória. As discussões e os levantamentos
destas entrevistas estão relacionados no quinto capítulo deste trabalho.

Concepção e análise a priori

Nesta fase define-se as variáveis de comando que, em tese, interferem no fenô-
meno. As variáveis escolhidas serão trabalhadas e investigadas durante a aplicação das
sequências didáticas, de acordo com Pais (2015).

Em Artigue (1996) tem-se a distinção entre as variáveis locais que dizem res-
peito ao planejamento específico de uma sessão da sequência didática e as variáveis gerais
que são dependentes do conteúdo trabalhado. As primeiras variáveis são relativas ao pro-
blema em si e as segundas variáveis associadas ao meio que estrutura o fenômeno. O
objetivo da análise a priori é determinar quais são as variáveis escolhidas sobre as quais
se torna possível exercer algum controle, relacionando o conteúdo estudado com as ativi-
dades que os estudantes podem desenvolver para a apreensão dos conceitos em questão
(PAIS, 2015).

Nesta fase da Análise a priori, segundo Artigue (1996), é necessário descrever
as escolhas efetuadas, definindo variáveis de comando globalmente e descrever cada ati-
vidade proposta localmente. As variáveis globais da pesquisa relatada nesta dissertação
foram: melhoras no ambiente de aprendizagem, utilização de outros recursos didáticos
além da exposição oral e escrita em lousa, incentivo da aplicação do conteúdo estudado
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em situações reais, incentivo à criação de autonomia pelos discentes na criação de modelos.
Em seguida partiu-se para o Plano de Ações definindo as escolhas locais. Este

plano se apresenta como sequências didáticas envolvendo modelos de crescimento e decai-
mento aplicados ao ensino das funções supracitadas. Estas ações, segundo Artigue (1996),
ajudam a prever os comportamentos dos alunos para que haja o controle das relações entre
o sentido das suas realizações e as situações didáticas propostas.

As variáveis locais podem ser entendidas como as hipóteses da pesquisa e a
partir desse ponto elas não podem ser muito amplas, a ponto de colocar em risco o
processo de aprendizagem, a longo prazo. É necessário que elas sejam passíveis de análise
pois serão confrontadas durante a experimentação. No final será verificada a validade
destas hipóteses (CARNEIRO, 2005).

Em relação às variáveis locais, foram consideradas as funções exponenciais e
logarítmicas, trabalhadas em três momentos distintos.

No primeiro momento, os discentes assistiram a uma aula teórica, com expo-
sição oral e auxilio da lousa, sobre as definições e caraterizações das funções exponencias
e logarítmicas. Ainda nesta etapa, os discentes também foram expostos à uma introdu-
ção sobre modelagem matemática, em especial sobre a utilização de equações diferenciais
e de diferenças.

No segundo momento, os estudantes observaram e construíram, acompa-
nhando as ações do pesquisador, as representações dos modelos de decaimento e cresci-
mento utilizando o software GeoGebra.

No terceiro momento, os discentes construíram, no GeoGebra, as represen-
tações dos modelos de crescimento e decaimento, utilizando o conhecimento adquirido na
construção dos roteiros, no momento anterior. Nesta etapa, os estudantes também utili-
zaram dados populacionais do site do IBGE, para relacionarem o crescimento de cidades
à funções exponenciais.

Experimentação

Em Machado (1999) é observado que na fase de experimentação da Engenharia
Didática deve ocorrer a explicação dos objetivos e condições da execução da pesquisa
aos estudantes participantes. Deve ser estabelecido o contrato didático, aplicadas as
sequências didáticas e feitos os registros das obervações realizadas.

As aulas 01 e 02 serviram como base para o trabalho com os modelos de
crescimento e decaimento . Na aula 01, houve uma apresentação teórica sobre conceitos
das funções exponenciais e logarítmicas. Na aula 02, houve uma elucidação sobre a
modelagem matemática, com enfoque para uma introdução sobre equações diferenciais e
de diferenças.

Durante a aplicação das sequências didáticas do projeto, na Aula 03, o pes-
quisador construiu no GeoGebra, com o auxílio do projetor multimídia, os modelos sobre
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a Lei do resfriamento de Newton, sobre o processo de Eliminação de álcool ingerido, e o
Modelo de crescimento populacional de Malthus. Estes três Modelos simplistas resultam
em funções exponenciais e necessitam do auxílio das funções logarítmicas durante sua fase
de resolução. Os estudantes acompanharam essas construções fazendo-as no GeoGebra.
A descrição deste processo e das respostas aos questionários propostos encontram-se no
quinto capítulo.

Na Aula 04, os discentes construíram os modelos de Decaimento da concen-
tração de drogas no organismo (Modelo similar ao de Eliminação de álcool ingerido) e
o modelo de Decaimento Radioativo. Eles utilizaram os conhecimentos adquiridos nas
aulas anteriores sobre modelagem e sobre o GeoGebra. Este processo e as descrições das
respostas aos questionários propostos encontram-se no quinto capítulo.

Na Aula 05 os estudantes utilizaram dados obtidos no site do IBGE (Instituto
Brasileiro de Geografia e Estatística) e as funções de regressão do GeoGebra para projetar
o crescimento populacional de algumas cidades através de curvas logísticas e exponenci-
ais. Ao final desta aula, os estudantes responderam aos questionários referentes ao que foi
trabalhado durante esta intervenção e sobre os principais pontos, avaliando de forma qua-
litativa o trabalho em geral. A descrição deste processo e das respostas aos questionários
propostos encontram-se no quinto capítulo.

Análise a posteriori e validação

Durante a análise a posteriori é feito o tratamento das informações obtidas
durante a aplicação das sequências didáticas na experimentação. É importante que essa
análise atinja a realidade da produção dos alunos, desvelando seus procedimentos de
raciocínio, segundo Pais (2015).

Como foi explicado, na Engenharia Didática, a validação é interna, fundada no
confronto entre a análise a priori e a análise a posteriori, segundo Carneiro (2005). Para
Artigue (1996), o confronto destas duas análises serve para investigar o que foi considerado
nas hipóteses, verificando se houve distorções durante o processo.

Para Pais (2015), a validação dos resultados, obtida pela confrontação entre os
dados obtidos na análise a priori e a posteriori, do ponto de vista metodológico, deve ser
feita de maneira consciente para garantir a essência do caráter científico. Enquanto proce-
dimento de pesquisa, a Engenharia Didática, que se fundamenta em registros de estudos
de casos e cuja validação é interna, deve estar circunscrita ao contexto da experiência
realizada.

A análise a posteriori, bem como a validação da pesquisa relacionada nesta
dissertação, estão presentes no sexto capítulo deste trabalho.
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3 AS FUNÇÕES EXPONENCIAIS E LOGARÍTMICAS, CONCEITOS INE-
RENTES E COMO SÃO REPRESENTADAS NOS LIVROS DIDÁTICOS
DO PNLD

Um passo importante na modelagem matemática de um fenômeno natural
é entender como as variações ocorrem ao longo do tempo, se as quantidades iniciais
aumentam ou diminuem, ou seja, como as variáveis dependentes se comportam em relação
às variações das variáveis independentes, de acordo com Da Silva (2011).

Com o intuito de descrever um fenômeno natural matematicamente, as fun-
ções exponenciais, ao lado das funções afins e quadráticas, descrevem os modelos mais
utilizados em problemas básicos, como é visto em Lima et al. (2012a).

O problema inicial trata-se de escolher quais funções modelam tal fenômeno
natural, então na escolha do instrumento matemático mais pertinente deve-se conhecer
as propriedades características de cada função, segundo Lima et al. (2012a).

Nos parágrafos seguintes, estas funções serão definidas matematicamente con-
forme Lima et al. (2012a).

Definição 1 Função
Dados os conjuntos A e B, uma função f : A → B (lê-se ‘‘uma função de

A em B’’) é uma regra (ou conjunto de instruções) que nos diz como associar a cada
elemento x, pertencente ao conjunto A, a um e apenas um elemento y = f(x) pertencente
ao conjunto B.

Definição 2 Variação relativa de uma função
Seja f : R → R, definida por y = f(x).
Seja x um ponto qualquer do domínio de f e h um incremento da variável x.

Definimos a variação de f em relação ao incremento h por f(x+ h)− f(x).
Denominamos então, a razão (1) como a taxa de variação relativa ou acréscimo

relativo da função.

[f(x+ h)− f(x)]

f(x)
(1)

Definição 3 Função Afim
Seja f : R → R, uma função monótona crescente, ou decrescente, então ‘‘f é

afim se, e somente se, o acréscimo f(x + h)− f(x), sofrido por f quando se passa de x

para x + h, depende apenas do acréscimo h dado a x mas não depende do próprio valor
de x”.
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Mas, e se houver a necessidade de uma função real de variável real g : R → R,
que seja monótona crescente, ou decrescente, tal que, a variação relativa (2) dependa
apenas de h, mas não de x?

[g(x+ h)− g(x)]

g(x)
(2)

Neste caso, as únicas funções com estas propriedades são as do tipo (3), ou
seja, são funções do tipo exponencial.

g(x) = b · ax com a > 0 (3)

Os valores de a e b, podem ser interpretados em termos de valores de g nos
pontos x = 0 e x = 1. Com g(0) = b · a0 = b e no ponto x = 1, g(1) = b · a1 = g(0) · a.
Portanto, a = g(1)

g(0)
corresponde à constante pela qual a função g é multiplicada em todo

intervalo de comprimento 1.
No final do século XVI o avanço da Astronomia e da Navegação exigia alter-

nativas práticas e rápidas para os cálculos aritméticos, como é visto em Lima (2013). Os
matemáticos da época procuravam um processo para reduzir operações mais complexas
como potenciação, radiciação, multiplicação e divisão para operações mais simples como
adição e subtração.

Para os cientistas, desta época supracitada, os logaritmos serviam como uma
importante ferramenta de aceleração dos cálculos. O trabalho, para quem necessitava de
operar com números extensos, deixava de ser tão massivo.

Jost Biirgi (1552-1632), suíço fabricante de instrumentos astronômicos, mate-
mático e inventor, e John Napier (1550-1617), um nobre escocês, teólogo e matemático,
publicaram em trabalhos independentes, as primeiras tábuas de logaritmos. A influência
de Napier foi maior devido às suas publicações e bom relacionamento no meio universitá-
rio, de acordo com Lima et al. (2012a).

Uma tábua de logaritmos é composta por duas colunas de números. A cada
número da coluna à esquerda corresponde um número à sua direita, chamado o seu lo-
garitmo. Na Figura 1, apresenta-se uma tábua de logaritmos de base natural. Para
multiplicar dois números, basta somar seus logaritmos; o resultado é o logaritmo do pro-
duto. Para achar o produto, basta ler na tábua, da direita para a esquerda, qual o número
que tem aquele logaritmo. Semelhantemente, para dividir dois números basta subtrair os
logaritmos. Para elevar um número a uma potência basta multiplicar o logaritmo do nú-
mero pelo expoente. Para extrair a raiz enésima de um número basta dividir o logaritmo
do número pelo índice da raiz.

As relações descritas no parágrafo anterior, na terminologia matemática de
hoje, são consideradas funções. Convém notar porém, que a invenção dos logaritmos foi
anterior à introdução do conceito de função na Matemática, de acordo com Lima (2013).
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Figura 1 – Tábua de logaritmos.

Fonte: (LIMA, 2013, p.146)

3.1 Caracterização da função exponencial

Nesta seção, serão apresentados conceitos e definições de funções de acordo
com Lima et al. (2012a), Lima (2013) e Anton, Bivens e Davis (2007).
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Teorema 1 Seja f : R → R+ uma função monótona injetiva (isto é, crescente ou de-
crescente). As seguintes informações são equivalentes:

(1) f(nx) = f(x)n para todo n ∈ Z e todo x ∈ R;

(2) f(x) = ax para todo x ∈ R, onde a = f(1);

(3) f(x+ y) = f(x) · f(y) para quaisquer x, y ∈ R.

Demonstração 1 A prova deste teorema se baseia nas implicações (1) =⇒ (2), (2) =⇒
(3) e (3) =⇒ (1). A hipótese (1) implica que, para todo número racional r = m

n
, m ∈ Z

e n ∈ N, daí, para nr = m:

f(rx)n = f(nrx) = f(mx) = f(x)m,

logo f(rx) = f(x)
m
n = f(x)r.

Para f(1) = a, tem-se f(r) = f(r · 1) = f(1)r = ar, ∀r ∈ Q.
Agora supondo-se que f seja crescente então, 1 = f(0) < f(1) = a. Admitindo-

se por absurdo, que exista x ∈ R com f(x) 6= ax. Para f(x) < ax (o caso contrário é
análogo).

É importante ressaltar que fixado o número real positivo a 6= 1, em todo
intervalo de R+ existe alguma potência ar, com a ∈ Q.

Então existe um número racional r tal que f(x) < ar < ax, ou seja, f(x) <

f(r) < ax. Como f é crescente, tendo f(x) < f(r) conclui-se que x < r. Por outro lado,
tem-se também ar < ax, daí r < x, um absurdo. Logo tem-se que (1) =⇒ (2).

Para provar a implicação (2) =⇒ (3) tem-se:

f(x+ y) = ax+y = ax · ay = f(x) · f(y)

Para n ∈ N, prova-se por indução a implicação (3) =⇒ (1):
Para n = 1 tem-se f(1 · x) = f(x) = f(x)1, supõe-se para n ≤ k que f(kx) =

f(x)k, agora é necessário provar esta igualdade para n = k + 1, daí:

f((k + 1)x) = f(kx+ x) = f(x)k · f(x) = f(x)k+1

Logo a afirmativa é válida para todo n ∈ N. Agora, se n = 0:

f(0 · x) = f(0) = a0 = f(x)0

Com n < 0 tem-se −n > 0 daí:

f(−nx) = f(x)−n
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Como n+ (−n) = 0 tem-se:

1 = f(0) = f((n+ (−n))x) = f(nx) · f(−nx)

Sendo assim, tem-se,

f(nx) =
1

f(−nx)
= f(−nx)−1 = (a−nx)−1 = a(−nx)·(−1) = anx = (ax)n = f(x)n

Logo, (3) =⇒ (1).

�

3.2 Caracterizações de b · at

Primeira caracterização

Teorema 2 Seja g : R → R+ uma função monótona injetiva (isto é, crescente ou de-
crescente) tal que, para x, h ∈ R quaisquer, o acréscimo relativo (4) dependa apenas de
h, mas não de x.

[g(x+ h)− g(x)]

g(x)
(4)

Então, se b = g(0) e a = g(1)
g(0)

, tem-se:

g(x) = bax para todo x ∈ R

Demonstração 2 Seja ϕ(h) uma função que dependa apenas de h, mas não de x, então:

[g(x+ h)− g(x)]

g(x)
= ϕ(h)

Quando substitui-se g(x) por f(x)

b
, com b = g(0), obtém-se f : R → R+

monótona injetiva, com f(x+ h)

f(x)
não dependendo de x e com f(0) = 1.

Colocando x = 0 na relação ϕ(h) =
f(x+ h)

f(x)
, obtém-se ϕ(h) = f(h), ∀ h ∈ R.

Sendo assim, a função monótona injetiva f cumpre a condição f(x+ h) = f(x) · f(h), o
que acarreta f(x+ y) = f(x) · f(y), ∀ x, y ∈ R. Do Teorema 1 tem-se f(x) = ax, daí



32

g(x) = b · f(x) = bax

�

Segunda caracterização

Teorema 3 Para cada b e cada t reais, supõe-se dado um número f(b, t) > 0 com as
seguintes propriedades:

(1) f(b, t) depende linearmente de t e é monótona injetiva em relação a t;

(2) f(b, s+ t) = f(f(b, s), t).

Então, pondo a = f(1, 1), tem-se f(b, t) = b · at.

Demonstração 3 A função ϕ : R → R, definida como ϕ(t) = f(1, t), é monótona
injetiva, com

ϕ(s+ t) = f(1, s+ t) = f(f(1, s), t) = f(1, s) · f(1, t) = ϕ(s) · ϕ(t)

devido às condições (1) e (2) pois f(1, s) = 1.
Pelo Teorema 1, tem-se ϕ(t) = at, onde a = ϕ(1) = f(1, 1). Em consequên-

cia:

f(b, t) = f(b · 1, t) = b · f(1, t) = b · ϕ(t) = b · at

�

Observação: As demonstrações dos Teoremas 1, 2 e 3 são consoantes com
o exposto em Lima et al. (2012a).

A condição (2) do (Teorema 3) tem seu significado esclarecido quando se
observa que b = b · a0 = f(b, 0), ou seja, que b é o valor inicial da grandeza f(b, t) no
instante t = 0 (pensando em t como o tempo decorrido desde que a grandeza passou do
valor b = f(b, 0)) para o valor f(b, t)). Então (2) diz que, começar com o valor b e deixar
passar o tempo s + t é o mesmo que começar com o valor f(b, s) e deixar transcorrer o
tempo t.
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3.3 Funções Exponenciais e Progressões

Seja f : R → R, f(x) = bax, uma função do tipo exponencial. Se x1, x2, · · · , xn, · · ·
é uma progressão aritmética de razão h, isto é, xn+1 = xn + h, então os valores

f(x1) = bax1 , f(x2) = bax2 , · · · , f(xn) = baxn , · · · ,

formam uma progressão geométrica de razão ah pois

f(xn+1) = baxn+h = (baxn) · ah = f(xn) · ah.

Teorema 4 Seja f : R → R uma função monótona injetiva (isto é, crescente ou de-
crescente) que transforma toda progressão aritmética x1, x2, · · · , xn, · · · numa progressão
geométrica y1, y2, · · · , yn, · · · , com yn = f(xn). Se pusermos b = f(0) e a = f(1)

f(0)
teremos

f(x) = bax para todo x ∈ R.

Demonstração 4 Teorema 4

Seja b = f(0). A função g : R → R+, definida por g(x) =
f(x)

b
, é monó-

tona injetiva e também transforma progressões aritméticas em progressões geométrica,
com g(0) = 1. Para ∀ x ∈ R, a sequência x, 0,−x é uma progressão aritmética,
logo g(x), 1, g(−x) é uma progressão geométrica de razão g(−x). Daí g(x) =

1

g(−x)
.

Agora para n ∈ N e x ∈ R, a sequência 0, x, 2x, . . . , nx é um progressão aritmética, daí
1, g(x), g(2x), . . . , g(nx) é uma progressão geométrica de razão g(x). O termo (n + 1)

desta progressão geométrica é g(nx) = g(x)n. Para −n < 0 então g(−nx) =
1

g(nx)
=

1

g(x)n
= g(x)−n. Desta forma tem-se g(nx) = g(x)n, ∀ n ∈ Z e x ∈ R. Do Teorema 1

tem-se, para a = g(1) =
f(1)

f(0)
, g(x) = ax, ou seja, f(x) = bax, ∀ x ∈ R.

�

Observação: A demonstração do Teorema 4 é consoante com o exposto em
Lima et al. (2012a).

3.4 Função Inversa

Diz-se que a função g : Y → X é a inversa da função f : X → Y quando se
tem g(f(x)) = x e f(g(y)) = y para quaisquer x ∈ X e y ∈ Y . Evidentemente, g é inversa
de f se, e somente se, f é inversa de g.
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Uma função f : X → Y possui inversa se, e somente se, for sobrejetiva, ou
seja se existir uma correspondência biunívoca entre X e Y .

3.5 Funções Logarítmicas

Definição 4 Função logarítmica
Para todo número real positivo a 6= 1, a função exponencial f : R → R+,

f(x) = ax, é uma correspondência biunívoca entre R e R+, crescente se a > 1, decrescente
se 0 < a < 1, com a propriedade adicional

f(x+ y) = f(x) · f(y)

Segue-se que f possui uma função inversa. A inversa da função exponencial
de base a é a função

loga : R+ → R,

que associa a cada número real positivo x o número real loga x, chamado o logaritmo de
x na base a. Por definição de função inversa, tem-se

aloga x = x e loga(a
x) = x.

Assim, loga x é o expoente ao qual se deve elevar a base a para obter o número
x. Ou seja,

y = loga x ⇔ ay = x.

Segue-se imediatamente da relação au · av = au+v que

loga(xy) = loga x+ loga y

para x e y positivos quaisquer. Com efeito, se u = loga x e v = loga y então au = x e
av = y, logo

xy = au · av = au+v,

ou seja

loga(xy) = u+ v = loga x+ loga y.
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Observação: O uso das calculadoras fez com que a utilização das tábuas de logaritmos
perdesse o sentido. Entretanto, a importância dos logaritmos é permanente na Mate-
mática, já que como a função logarítmica é a inversa da função exponencial (portanto
equivalentes), ela está ligada a um grande número de fenômenos, onde se tem uma gran-
deza cuja taxa de variação é proporcional à quantidade da mesma no instante dado.

3.6 Caracterização das Funções Logarítmicas

Teorema 5 Seja f : R+ → R uma função monótona injetiva (isto é, crescente ou de-
crescente) tal que f(xy) = f(x) + f(y) para quaisquer x, y ∈ R+. Então existe a > 0 tal
que f(x) = loga x para todo x ∈ R+.

Demonstração 5 Teorema 5
Seja f crescente (para f decrescente é análogo). Tem-se f(1) = f(1 · 1) =

f(1) + f(1), daí f(1) = 0. Supondo-se que exista a ∈ R com f(a) = 1, tem-se, para
f(a) = 1 > 0 = f(1), a > 1. Para todo m ∈ R:

f(am) = f(a · a · . . . · a)

f(am) = f(a) + f(a) + · · ·+ f(a)

f(am) = 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
m fatores

= m,

Também, para todo m ∈ R:

0 = f(1) = f(am · a−m)

0 = f(am) + f(a−m) = m+ f(a−m)

0 = m+ f(a−m)

−m = f(a−m)

Para r =
m

n
, com m ∈ Z e n ∈ R, tem-se rn = m, daí

m = f(am) = f(arn) = f(((ar)n)) = n · f(ar)

Logo, f(ar) = m

n
= r. Se x ∈ Q então, para r, s racionais tem-se:

r < x < s =⇒ ar < ax < as =⇒ f(ar) < f(ax) < f(as) =⇒ r < f(ax) < s.
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Desta maneira todo número racional r < x < f(ax) e s > x > f(ax). Daí,
f(ax) = x, ∀ x ∈ R. Este fato acarreta f(y) = loga y, ∀ y > 0.

Para o caso geral de uma função crescente g : R+ → R, com g(xy) = g(x) +

g(y), então g(1) = 0 e para 1 < 2 acontece g(2) = b > 0. A função formada como

f : R+ → R, definida como f(x) =
g(x)

b
que é crescente, transforma soma em produtos e

satisfaz f(2) = 1. Portanto, pela primeira parte desta demonstração, tem-se f(x) = log2 x,
∀x > 0. Daí,

x = 2f(x) = 2
g(x)
b = (2

1
b )g(x) = ag(x),

para a = 2
1
b . Finalmente,

ag(x) = x ⇐⇒ loga a
g(x) = loga x ⇐⇒ g(x) = loga x

�

Observação: Demonstração do Teorema 5 consoante com Lima et al. (2012a).

3.7 Logaritmos Naturais

Nesta subseção, será mostrado como o logaritmo natural ln(x) pode ser apre-
sentado segundo o Teorema 5 como a a medida da área delimitada pelo gráfico da função
f(t) = 1

t
, o eixo x e as retas t = 1 e t = x, Figura 2.

Figura 2 – Gráfico de f(t) = 1
t
, o eixo x e as retas t = 1, t = x, t = y e t = x · y.

Fonte: Produzida pelo autor.



37

Demonstração 6 Seja f : R+ → R, tal que f(t) = 1
t
, temos que:

g(x) =

∫ x

1

1

t
dt

Como é visto na Figura 2 tem-se:

x < y ⇒
∫ x

1

1

t
dt <

∫ y

1

1

t
dt (5)

Agora:

g(xy) =

∫ x·y

1

1

t
dt =

∫ x

1

1

t
dt+

∫ y

x

1

t
dt+

∫ x·y

y

1

t
dt (6)

como ∫ y

x

1

t
dt =

∫ y

1

1

t
dt−

∫ x

1

1

t
dt

e ∫ x·y

y

1

t
dt =

∫ x

1

1

t
dt+

∫ y

y

1

t
dt

tem-se

g(xy) =

∫ x·y

1

1

t
dt =

∫ x

1

1

t
dt+

∫ y

1

1

t
dt−

∫ x

1

1

t
dt+

∫ x

1

1

t
dt+

∫ y

y

1

t
dt (7)

como ∫ y

y

1

t
dt = 0

finalmente:

g(xy) =

∫ x·y

1

1

t
dt =

∫ x

1

1

t
dt+

∫ y

1

1

t
dt = g(x) + g(y) (8)

Por (5) e (8) vemos que g(x) é monótona e transforma produtos em somas.
Logo, pelo (Teorema 5), existe um número real positivo, que chamamos de e, tal que
g(x) = loge x para todo x ∈ R+.

Escreve-se lnx em vez de loge x e chama-se o número lnx de logaritmo natural
de x.

�
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O número e, base dos logaritmos naturais, é caracterizado pelo fato de seu
logaritmo natural ser igual a 1, ou seja:

ln e =

∫ e

1

1

t
dt = 1

O número e ≈ 2, 718281828459 é irracional, e os logaritmos com essa base são
os mais importantes nas aplicações, especialmente aquelas que envolvem o uso do Cálculo
Infinitesimal, segundo Lima et al. (2012a).

3.8 A função Exponencial de Base e

O número e é o único número real positivo tal que:∫ e

1

1

t
dt = 1

Por sua vez, a função exponencial x 7→ ex, de base e, pode ser definida pelo
fato de que y = ex é o único real positivo tal que∫ y

1

1

t
dt = x.

As funções de tipo exponencial, f(x) = beαx, com base e, surgem em questões
naturais e possuem taxa de variação instantânea de fácil cálculo.

A expressão f(x) = beαx pode também ser escrita sob a forma f(x) = bax,
onde a = eα, portanto α = ln a. Ou se houver preferência por uma determinada base d,
pode-se sempre escrever f(x) = bdβx, com β = α

ln d
. As vezes é conveniente tomar a base

2, de modo que se tem f(x) = b2βx, onde β = α
ln 2

.
Matemáticos e cientistas que se utilizam da Matemática preferem geralmente

escrever as funções do tipo exponencial sob a forma f(x) = beαx, com a base e, porque
esta expressão exibe explicitamente não apenas o valor inicial b = f(0) como também o
coeficiente α, que está intimamente ligado à taxa de crescimento/decaimento de f .

A taxa de crescimento de uma função f no intervalo de extremidades x e x+h

é, por definição, o quociente

[f(x+ h)− f(x)]

h
(9)

Definição 5 Denomina-se derivada da função f no ponto x ao limite da taxa (9) quando
h tende para zero. Este número é a taxa de crescimento instantâneo de f no ponto x,
sendo representado por f ′(x). Ele é o número real cujos valores aproximados são os
quocientes (9) para valores muito pequenos de h.
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A derivada da função f(x) = beαx é igual a α · f(x). Ou seja, a taxa instantâ-
nea de crescimento/decaimento de uma função do tipo exponencial é, em cada ponto x,
proporcional ao valor da função naquele ponto. E o coeficiente α é precisamente o fator
de proporcionalidade.

3.9 As funções exponenciais e logarítmicas nos livros didáticos do PNLD

Os livros utilizados pelas escolas públicas brasileiras provém do PNLD (Pro-
grama Nacional do Livro Didático). A alocação de uma coleção neste programa e sua
posterior escolha por uma equipe escolar obedecem diretrizes como a Lei nº 9394 de 1996,
os PCN’s (Parâmetros Curriculares Nacionais) e o PPP (Projeto Político Pedagógico) de
cada unidade escolar.

Desta maneira, o material e os métodos utilizados pelo docente durante o
processo de ensino-aprendizagem das funções exponenciais e logarítmicas é influenciado
diretamente pelos livros didáticos que utiliza.

Nos PCN’s do ensino médio a necessidade da Matemática auxiliar o desenvol-
vimento das Ciências da Natureza é explicitada, levando em conta a contextualização e
utilização da Matemática como linguagem de construção das Ciências, (BRASIL, 2002).

Os autores, em Masetti e Pires (2014), fizeram uma análise de como as funções
exponenciais e logarítmicas são abordadas em livros didáticos de Matemática, oferecidos
às escolas brasileiras pelo PNLD, no Ensino Médio de 2015 e como são propostas a cons-
trução, a sistematização e a consolidação de conhecimentos nesses manuais.

Em Masetti e Pires (2014), foi analisada a coleção MATEMÁTICA – Ciências e
Aplicações de autoria de Gelson Iezzi, Oswaldo Dolce, David Mauro Degenszajn, Roberto
Périgo e Nilze Silveira de Almeida. O tema “Funções Exponenciais e Logarítmicas” é
abordado no volume destinado ao primeiro ano do ensino médio, onde os autores desta
coleção dedicam quarenta e oito páginas para trabalhar o tema, o que corresponde pouco
mais de 16% de toda obra.

Segundo Masetti e Pires (2014), apesar de o livro apresentar uma situação de
crescimento populacional e propor situações e problematizações utilizando temas como
ocorrência de terremoto, escala de acidez, o material propõe poucas questões de modela-
ção, na verdade nenhuma de função logarítmica e 5 questões de função exponencial, sendo
que se desdobram em 13 alternativas para resolução.

Ainda nesta análise, os autores relatam que grande ênfase conferida a tarefas de
caráter procedimental, com 614 tarefas, na maioria de cálculo algorítmico (236), seguidas
por 135 tarefas de aplicação de uma propriedade e por 74 tarefas baseadas em definições.

Desta forma, seguindo o material de referência, o docente é levado a apoiar
seu planejamento em tarefas procedimentais, deixando de lado a exploração e construção
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significativa do conhecimento.
Em Oliveira (2014), a contextualização das funções exponencial e logarítmica

nos livros didáticos do ensino médio é analisada. A autora analisa como os livros didáticos
motivam o ensino das funções supracitadas e como a contextualização destes assuntos é
proposta.

Após analisar 10 coleções voltadas à matemática do ensino médio, Oliveira
(2014), chegou à conclusão de que a maioria dos problemas contextualizados envolvendo
funções, equações e inequações exponenciais tratam de crescimento exponencial, decai-
mento radioativo e juros compostos e que há nestas coleções muitas questões com con-
textualizações inadequadas, onde são apresentadas informações incoerentes, fictícias ou
erradas.

O professor deve ter o olhar crítico e atento no momento de escolher a maneira
como irá abordar os conteúdos e quais exercícios contextualizados utilizará em sala de
aula. Para isto, o professor deve pesquisar e buscar o conhecimento de outras áreas do
currículo, pois as questões contextualizadas têm esta conexão com outras áreas do saber,
segundo Oliveira (2014).

Finalmente, encontra-se em Lima (2007) a importância do professor considerar
como parte integrante e essencial de sua tarefa o desafio, a preocupação de encontrar
aplicações interessantes para a matemática que está sendo apresentada aos alunos.
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4 A MODELAGEM MATEMÁTICA E A UTILIZAÇÃO DE MODELOS
COMO FERRAMENTAS DE ENSINO

Diversos pesquisadores, autores e professores brasileiros como Biembengut e
Hein (2002), Bassanezi (2014), Burak (1992), Barbosa, Caldeira e Araújo (2007) e
Barbosa (2001) desenvolveram, trabalharam e divulgaram a Modelagem Matemática ao
longo das últimas três décadas como pode ser observado em Biembengut (2009).

Inicialmente é necessário caracterizar o que é Modelagem Matemática. De
fato, pois para Bassanezi (2014), a Modelagem Matemática tanto como método cientí-
fico como estratégia de ensino-aprendizagem, transforma problemas reais em problemas
matemáticos cujas soluções são em seguida interpretadas na linguagem do mundo real. A
modelagem pode também ser definida como o processo de criação de modelos que refletem
as estratégias de ação do modelador sobre a realidade. Em Nagle, Saff e Snider (2012)
os autores definem a Modelagem Matemática como estratégia de imitação do mundo real
através da linguagem matemática.

Em Barbosa (2004), o autor critica a visão da Modelagem Matemática como
simples aplicação de matemática em outras áreas do conhecimento referindo a esta ideia
como limitação teórica. O autor reitera a necessidade de se ter maior clareza sobre o que
é chamado de Modelagem.

Para Matos e Carreira (1996), a Modelagem no contexto escolar difere nos
objetivos, na dinâmica, no trabalho e na natureza das discussões matemáticas em relação
aos modeladores profissionais.

No âmbito do modelador profissional, o passo inicial é encontrar dados experi-
mentais e/ou inferências de especialistas relativos ao tema. Esta etapa Nagle, Saff e Snider
(2012) define como Formulação do Problema e inicia-se com tabelas de valores que
podem ser obtidos experimentalmente, através de revisão bibliográfica ou pela Internet.
O refinamento ou fase de Desenvolvimento do Modelo é a fase seguinte do processo.
Em sequência é necessário que se Teste o modelo comparando as previsões com os da-
dos experimentais. Após os testes o pesquisador decide fazer, ou não, modificações no
modelo.

No contexto escolar, a Modelagem Matemática tem sido utilizada para dimi-
nuir a distância entre a matemática formal e a sua utilização na vida real. Através dos
modelos matemáticos é possível estudar e formalizar fenômenos do cotidiano. Há signi-
ficativas melhoras da consciência dos estudantes em relação à utilidade da matemática
para resolver e analisar problemas a partir dos conceitos já aprendidos. Este momento
é crucial no processo de significância dos conceitos adquiridos pelos discentes, de acordo
com D’Ambrosio (1989).

Para Biembengut (2012), a concepção de Modelagem Matemática do professor
depende de como ele interagiu na sua práxis pedagógica com a Modelagem. A utilização da
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Modelagem na Educação Matemática desenvolve nos estudantes a capacidade de avaliar
o processo de construção do conhecimento nos diferentes contextos.

Em Blum et al. (2007), a Modelagem Matemática surge na Educação para
o estudante adquirir as habilidades matemáticas mais importantes na construção das
competências inerentes ao saber desta disciplina.

Para Bassanezi (2014), a parte computacional adequada para introdução à
modelagem se restringe, invariavelmente, à confecção de gráficos e ajuste de curvas. Por
este fim, a proposta deste trabalho visa utilizar o software GeoGebra que contém planilha
eletrônica, visualização de gráficos, entre outros recursos.

No enfoque do uso de Modelagem Matemática como ferramenta de ensino,
vários autores como Burak e Klüber (2008), Biembengut (2004) e Barbosa, Caldeira
e Araújo (2007) apresentam algumas interpretações e apontamentos para a Educação
Matemática e desenvolvimento teórico da Modelagem Matemática.

Como processo de ensino-aprendizagem, a Modelagem pode ser utilizada e
adaptada de acordo com o público-alvo, que pode ser de pesquisadores no ambiente de
Iniciação Científica, de professores em cursos de Especialização ou estudantes em cursos
regulares onde é desejável que o professor já tenha trabalhado anteriormente com o tema
para que o desenvolvimento do curso flua normalmente, segundo Bassanezi (2014). A
pesquisa que originou esta dissertação teve como público-alvo 18 discentes nos primeiros
semestres do curso de Bacharelado em Ciência e Tecnologia (BC&T).

Através da inspeção de pesquisas de autores que utilizavam teorias de ensino-
aprendizagem voltadas para as ciências exatas, identificou-se em trabalhos como Da Silva
(2011), Bassanezi (2014), Carius, Júnior e Da Silva (2017) e Da Silva, Jardim e Carius
(2016), a Modelagem Matemática como importante perspectiva para contextualização das
funções exponenciais e logarítmicas.

Alguns projetos de iniciação científica utilizando a Modelagem Matemática
realizados no campus do Mucuri da Universidade Federal dos Vales do Jequitinhonha e
Mucuri (UFVJM) que geraram publicações científicas como Nascimento et al. (2015),
Lopes et al. (2016), Frisso et al. (2017), Prates et al. (2015), Prates et al. (2016), Da
Silva, Godinho e Moraes (2016) e Da Silva, Jardim e Carius (2016), influenciaram a
escolha da modelagem como ferramenta de ensino.

4.1 Como fazer Modelagem Matemática?

As etapas do processo de Modelagem Matemática, segundo Bassanezi e Fer-
reira Junior (1988) e Bassanezi (2014), envolvem Experimentação, Abstração, Re-
solução, Validação e Modificação. Este processo pode ser cíclico, sempre visando a
melhora do modelo criado.
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A Modelagem Matemática funciona da seguinte maneira: após a obtenção dos
dados empíricos e da organização de tais informações, inicia-se a etapa de Experimenta-
ção, onde o modelador procura padrões para formular as hipóteses durante o processo de
Abstração. Neste momento, o problema é traduzido para a linguagem matemática para
ser resolvido durante o processo de Resolução. As soluções obtidas são confrontadas
com os dados empíricos durante a Validação e, dependendo da sua usabilidade, poderá
ser alterado durante a Modificação, conforme pode ser visualizado na Figura 3.

Figura 3 – Organograma mostrando a inter-relação das etapas da Modelagem
Matemática.

Fonte: Produzida pelo autor.

Durante as etapas descritas anteriormente, o modelador deve possuir técni-
cas elementares de tradução do problema estudado para a linguagem matemática. Para
esta finalidade, além de ter conhecimento matemático suficiente, deve também conhecer
problemas clássicos para poder empregar as técnicas conhecidas em novas situações. O
pesquisador modelador deve sempre ser crítico em relação às falhas dos modelos usuais,
procedendo de maneira criativa quando as técnicas existentes são insuficientes. O pesqui-
sador deve também ter organização dos dados obtidos e saber cooperar com especialistas
da área de cada fenômeno estudado, de acordo com Bassanezi (2014).

Ao se fazer Modelagem Matemática, são necessárias algumas técnicas, das
quais Bassanezi (2014) relaciona como Formulação de Problemas, Ajuste de Curvas,
Variações, Equações de Diferenças e Equações Diferenciais Ordinárias.

A Formulação de Modelos, precedida pela coleta de dados, pode ser divida
em estática, onde a variável tempo não é requisitada; e dinâmica, onde a variável tempo é
a variável independente.

O Ajuste de Curvas ou regressão, constrói uma relação funcional através
de dados estatísticos. Utilizando técnicas como o Método dos Mínimos Quadrados, o



44

pesquisador pode relacionar os dados por um Ajuste Linear, Quadrático, Exponencial,
Geométrico ou Hiperbólico.

Atualmente, planilhas eletrônicas ou o software GeoGebra, como mostrado na
Figura 4, por exemplo, realizam a regressão em tempo reduzido em relação aos cálculos
manuais, possibilitando ao pesquisador ter mais tempo para se dedicar e dar mais enfoque
para a análise do modelo.

Figura 4 – Ajuste de Curva Hiperbólico produzido no GeoGebra

Fonte: Produzida pelo autor.

As Variações são divididas em discretas, quando têm-se um conjunto finito
de dados observados que corresponde à uma sequência finita de valores: x1, x2, · · · , xn

e contínuas, onde todos os valores intermediários entres os valores discretos podem ser
assumidos.

Definição 6 Conjunto Discreto - Um conjunto é dito discreto quando existe uma corres-
pondência biunívoca entre seus elementos e um subconjunto dos números naturais.

Na Modelagem Matemática, muitas vezes as variáveis consistem de sequências
finitas de dados {xn}, n = 1, 2, ..., k que representam conjuntos discretos. O essencial é
descobrir como essas sequências podem ser tratadas como contínuas.

As Equações de Diferenças ou recorrências são apropriadas quando lida-se
com variações discretas. Elas podem ser classificadas como lineares de 1ª e 2ª ordens e
não lineares de 1ª ordem.

Sejam αi constantes, m < n e (n−m) condições iniciais das equações lineares
de ordem (n−m), estas equações têm o formato:
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yn = αn−1yn−1 + αn−2yn−2 + · · ·+ αmym, (10)

Na equação (10) quando n−m = 1, para a condição inicial y0 tem-se o sistema:yn = αyn−1

y0

que pode ser resolvido recursivamente da seguinte maneira:

Demonstração 7

y1 = αy0

y2 = αy1 = α2y0
...

yn = αyn−1 = αny0

Fazendo o produto destas equações tem-se:

y1 · y2 · . . . · yn = αy0 · αy1 · . . . · αyn−1 (11)

Como ambos os lados da equação (11) possuem fatores y1, y2, · · · , yn−1, com
yi 6= 0, então dividindo cada lado pelo produto y1 · y2 · · · · · yn−1 tem-se:

yn = αny0 (12)

�

Na equação (10) quando (n−m) = 2 tem-se uma equação de diferenças de 2ª
ordem. Esta equação, com y0 e y1 dados é da forma:

yn = ayn−1 + byn−2 (13)

Em Lima et al. (2012b), tem-se detalhadamente uma explicitação sobre as
equações de diferenças de 2ª ordem, referidas pelos autores como recorrências lineares
de 2ª ordem. Agora, seja b 6= 0 na equação (13), pois caso contrário esta seria uma
recorrência linear de 1ª ordem. Agora, como a equação (13) é homogênea associa-se a ela
uma equação característica do 2º grau, assim tem-se:

p2 = ap+ b (14)
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Teorema 6 Caso p1 e p2 sejam as raízes de p2 = ap + b, então xn = K1p
n
1 + K2p

n
2 é

solução da recorrência yn = ayn−1 + byn−2, para quaisquer K1 e K2.

Demonstração 8 Teorema 6
Substituindo xn = K1p

n
1 +K2p

n
2 em yn = ayn−1 + byn−2 e após manipular-se os termos,

obtém-se:

K1p
n
1 (p

2
1 + ap1 + b) = K2p

n
1 (p

2
2 + ap2 + b) = K1p

n
10 +K2p

n
20 = 0

�

Quando se tem Equações de Diferenças não lineares (1ª ordem) do
tipo (15), com f sendo combinação não linear de yn, na maioria das vezes não é possível
obter soluções analíticas para tal função. Um modo de analisar o comportamento de tais
equações é encontrando seus pontos de equilíbrio.

yn+1 = f(yn) (15)

Definição 7 O ponto de equilíbrio ou de estabilidade de uma equação de diferença ocorre
quando não há variação ao se passar do estágio n para o estágio n+ 1, ou seja:

yn+1 = yn = y∗ (16)

As Equações Diferenciais Ordinárias ou EDO’s são utilizadas quando os
modelos possuem variações contínuas. Neste caso, as taxas de variações são instantâneas.

Definição 8 Equação Diferencial (ED) - Equação contendo derivadas de uma ou mais
variáveis dependentes, em relação a uma ou mais variáveis independentes, segundo Zill
(2003).

Uma explanação mais detalhada sobre Equações Diferenciais pode ser obtida
em Bassanezi e Ferreira Junior (1988) e Zill (2003). Contudo, neste presente texto, será
apresentado apenas o caso particular de Equações Diferenciais Ordinárias de 1ª ordem.

A ordem de uma Equação Diferencial é ditada pela ordem da maior derivada
que aparece em sua concepção. Quando a derivada de maior ordem é a primeira então
tem-se uma EDO de 1ª ordem cujo formato é:
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dy

dx
= f(x, y) (17)

A solução geral da equação (17) é uma família de curvas do tipo y = g(x)

onde f(x, y) é a direção de cada reta tangente em cada ponto (x, y). Quando um ponto
P0 = (x0, y0) é fixado tem-se uma solução particular do problema de Cauchy:

dy

dx
= f(x, y)

y(x0) = y0

(18)

No sistema (18) quando f(x, y) = F (x) e y = f(x) tem-se, Demonstração 9:

Demonstração 9 Utilizando o procedimento de resolução para equações diferenciais se-
paráveis visto em Zill (2003, pp. 44–45):

df(x)

dx
= F (x)

df(x) = F (x)dx

f(x) =

∫
F (x)dx (19)

As funções f(x) e g(x) têm a mesma derivada em um intervalo I, então

f ′(x) = g′(x) ⇔ f(x) = g(x) + c, x ∈ I

Agora basta utilizar a condição inicial y(x0) = y0 e encontrar a solução parti-
cular que satisfaz esta condição.

�

Os modelos de Crescimento e Decaimento utilizados na pesquisa, parte inte-
grante deste trabalho, têm na sua formulação equações da forma (17).

Muitas vezes não é possível obter uma solução analítica de uma EDO. Então
faz-se necessária a utilização de métodos para aproximar a solução. Uma técnica útil neste
contexto para a representação gráfica da solução de uma equação diferencial de primeira
ordem é esboçar o campo de direções para a equação, de acordo com Nagle, Saff e
Snider (2012).
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Definição 9 Campo de direções
As curvas integrais soluções de uma Equação Diferencial Ordinária (EDO) do

tipo (17) são tais que em cada ponto (x, y) a reta tangente à curva integral passando pelo
ponto tem coeficiente angular

m = f(x, y)

O método geométrico para entender aproximadamente como deveriam ser as
curvas integrais da EDO sugere que se trace um pequeno segmento de reta em cada ponto
(x, y) com coeficiente angular m, o conjunto destes segmentos é denominado Campo de
Direções da EDO.

Na Figura 5 tem-se um campo de direções da EDO (20):

dy

dx
= 2x (20)

Este campo de direções sugere que as soluções desta EDO sejam funções do
tipo f(x) = x2 + C, o que de fato é confirmado quando se resolve a EDO referida,
utilizando-se o processo da Demonstração 9.

Figura 5 – Campo de direções da EDO dy

dx
= 2x

Fonte: Produzida pelo autor.



49

4.2 Os modelos utilizados

No processo de modelagem, a escolha do instrumental matemático é funda-
mental, principalmente em se tratando de promover o conhecimento matemático. Assim,
num ambiente de estudo um modelo simples, mesmo que não reproduza perfeitamente
os dados experimentais, pode ser bastante eficiente no contexto educacional. Um modelo
matemático é bom quando satisfaz algum objetivo e quando o usuário o considera como
tal, de acordo com Bassanezi (2012).

Os modelos de crescimento relacionam-se a fenômenos onde as quantidades
iniciais tendem a crescer de um instante t0 para o instante tf , com t0 < tf , sendo que
este crescimento ocorre de forma monótona (não ocorre decaimento em nenhum instante
durante o processo).

Os modelos de decaimento relacionam-se a fenômenos onde as quantidades
iniciais tendem a decair (diminuir) de um instante t0 para o instante tf , com t0 < tf ,
sendo que este crescimento ocorre de forma monótona (não ocorre crescimento em nenhum
instante durante o processo).

Todos os modelos utilizados durante as fases de planejamento e execução do
projeto possuem taxa de variação (de crescimento ou decaimento) proporcionais à quanti-
dade (concentração, temperatura, população, etc.) em cada instante. Desta forma, para
melhor compreensão dos modelos que serão apresentados nesta subseção, faz-se necessária
a definição de proporcionalidade.

Definição 10 Proporcionalidade

Função f : R → R tal que, para quaisquer números reais c e x tem-se f(cx) =

c·f(x) (proporcionalidade direta) ou f(cx) =
f(x)

c
, para c 6= 0 (proporcionalidade inversa)

Tradicionalmente, esta definição é equivalente a dizer que a grandeza y é
proporcional à grandeza x quando existe um número α (denominado constante de pro-
porcionalidade), tal que y = αx para todo valor de x se as grandezas forem diretamente
proporcionais e para x, y 6= 0 se as grandezas forem inversamente proporcionais, de acordo
com Lima et al. (2012a)

Inicialmente, durante a aplicação do que foi previsto para as atividades do
projeto, o pesquisador utilizou os roteiros de construção que foram desenvolvidos durante
a fase de planejamento. Os modelos utilizados neste projeto serão descritos nos parágrafos
a seguir.
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Modelo 1: Eliminação de Álcool

Quanto mais um modelo matemático se aproxima das condições reais de um
fenômeno, mais elaboradas e de difícil resolução ficam suas equações. Para o fenômeno
da Eliminação de álcool ingerido existem modelos mais complexos como o previsto em
Ludwin (2011), que leva em conta a concentração de álcool no estômago após a ingestão, a
taxa de absorção de álcool na corrente sanguínea e a taxa em que o álcool é metabolizado
pelo fígado.

Nesta pesquisa, foi considerado que a taxa de eliminação do álcool ingerido
em um determinado instante é proporcional à quantidade de álcool ingerido no instante
referido.

A fase de coleta de dados ocorreu através de pesquisa bibliográfica, juntando
informações de pesquisadores que já trabalharam com o referido modelo, tais como Bassa-
nezi (2014) e Sanches e Rodrigues (2015) e que já fizeram a parte da Experimentação.

Durante a Abstração, supôs-se que o volume do sangue no organismo é cons-
tante e que a eliminação do álcool ocorre apenas pela respiração. Porém, em Centro (2005)
é exposto que o álcool é eliminado majoritariamente pela urina com apenas cerca de 5%
sendo eliminado por meio da respiração, transpiração e salivação. Supôs-se também que,
a partir do início da eliminação do álcool, não ocorre mais ingestão desta substância.

Um fator importante de ser destacado é que apenas de 2% a 10% do álcool
absorvido é eliminado inalterado, o restante é oxidado no organismo, segundo Bassanezi
(2014).

De acordo com a Definição 10, para a concentração C, medida em g/l (gramas
por litro de álcool) ser proporcional à taxa de eliminação de álcool ingerido dC

dt
medida

em g/l/min (gramas por litro por minuto) deve haver um α tal que:

dC

dt
= α · C (21)

Como no fenômeno da eliminação do álcool tem-se um problema de decai-
mento, já que a quantidade diminui com o passar do tempo, então considera-se α = −k.
Daí, a equação (21) fica da seguinte maneira:

dC

dt
= −k · C (22)

Como foi suposto que a eliminação do álcool ocorre exclusivamente pelos pul-
mões, então a taxa de eliminação de álcool pelos pulmões é k = 0, 0075 g/l/min. Este
valor foi obtido por experimentação durante um curso de modelagem citado em Bassanezi
(2014).

Escrevendo agora C = C(t), ou seja a concentração referida como uma função
de t e considerando a concentração inicial no instante t0 como C(t0) = C0 tem-se um
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problema de Cauchy: 
dC

dt
= −kC

C(t0) = C0

(23)

Na fase de Resolução do sistema (23) tem-se:

dC

dt
= −0, 0075C

dC = −0, 0075Cdt

1

C
dC = −0, 0075dt

∫
1

C
dC =

∫
−0, 0075dt

(24)

Calculando-se estas integrais tem-se:

ln(C) = −0, 0075t+ β

eln(C) = e−0,0075t+β

C = e−0,0075t+β

C = β1e
−0,0075t (25)

Utilizando-se C(t0) = C0 com t0 = 0 na equação (25) tem-se:

C(t0) = β1e
−0,0075t0

C0 = β1e
−0,0075·0

β1 = C0 (26)

Substituindo (26) na equação (25) tem-se a solução particular do sistema (23):

C(t) = C0e
−0,0075t (27)
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Durante a fase de Validação deste modelo, é importante ressaltar que foram
ignorados vários fatores como peso do indivíduo, gênero, idade, nível de sedentarismo e
outros fatores que interferem no processo de eliminação do álcool de cada organismo.

A partir da fórmula (27) é possível, por exemplo, responder à Questão 1 a
seguir:

Questão 1 Suponha que a legislação brasileira permita a um motorista dirigir tendo a
concentração de 0, 1g/l de álcool no organismo. Depois de quantos minutos um indivíduo,
que tem uma concentração de 0, 6g/l, poderá estar apto a guiar um veículo?

Resolução:

0, 1 = 0, 6e−0,0075t

1 = 6e−0,0075t

ln(1) = ln(6e−0,0075t)

ln(1) = ln(6) + ln(e−0,0075t)

0 = ln(6)− 0, 0075t ln(e)

t =
ln(6)
0, 0075

≈ 239 min (28)

Por (28) nota-se que em aproximadamente 6 horas o indivíduo estaria apto a
dirigir.

A fase de Modificação deste modelo se daria de acordo com as novas hipóteses
inseridas durante a comparação dos dados experimentais e os dados obtidos através da
solução. O modelo evoluiria de acordo com as novas necessidades dos atores do processo
da modelagem.

Modelo 2: Lei de Resfriamento de Newton

Em Zill (2003) é descrita a lei empírica, derivada da experimentação e atribuída
a Isaac Newton, a qual assegura que a taxa de resfriamento de um corpo é proporcional
à diferença de temperatura do corpo e do ambiente em que o mesmo está inserido.

O modelo a ser exposto é simplista. Em Nagle, Saff e Snider (2012), Sarto-
relli, Hosoume e Yoshimuray (1999) e Sias e Teixeira (2006) tem-se a utilização de mais
parâmetros e eventual complexificação do modelo.

A coleta de dados também ocorreu através de pesquisas bibliográficas, jun-
tando informações de pesquisadores que já trabalharam com o referido modelo, tais como
Zill (2003), Sartorelli, Hosoume e Yoshimuray (1999), Sias e Teixeira (2006) e Nagle, Saff
e Snider (2012) e que já fizeram a fase de Experimentação.
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Durante a Abstração, supôs-se que a temperatura do ambiente Ta é constante
e desprezou-se a geometria do corpo.

Desta maneira, de acordo com a Definição 10 para a diferença de temperatura
(T −Ta), medida em ◦C (graus Celsius) ser proporcional à taxa de resfriamento do corpo
dT

dt
medida em ◦C/min (graus Celsius por minutos) deve haver um α tal que:

dT

dt
= α · (T − Ta) (29)

Na Lei do resfriamento de Newton tem-se um problema de decaimento, já que
a quantidade diminui com o passar do tempo, então considera-se α = −k. Daí, a equação
(29) fica da seguinte maneira:

dT

dt
= −k · (T − Ta) (30)

Escrevendo agora T = T (t), ou seja a temperatura referida como uma fun-
ção de t e considerando temperatura no instante inicial t0 como T (t0) = T0 tem-se um
problema de Cauchy: 

dT

dt
= −k(T − Ta)

T (t0) = T0

(31)

Na fase de Resolução do sistema (31) tem-se:

dT

dt
= −k(T − Ta)

dT = −k(T − Ta)dt

1

(T − Ta)
dT = −kdt

∫
1

(T − Ta)
dT =

∫
−kdt

ln((T − Ta)) = −0, 0075t+ β

eln(T−Ta) = e−kt+β

T − Ta = e−kt+β

T = Ta + β1e
−kt (32)
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Sendo T = T (t) e utilizando-se T (t0) = T0 com t0 = 0 na equação (32) tem-se:

T (t0) = Ta + β1e
−kt0

T0 = Ta + β1e
−k·0

β1 = (T0 − Ta) (33)

Substituindo (33) na equação (32) tem-se a solução particular do sistema (31):

T (t) = Ta + (T0 − Ta)e
−kt (34)

Durante a fase de Validação desse modelo, é importante ressaltar que foram
ignorados vários fatores, tais como a geometria do corpo, a área de contato do corpo com
o ar e outros fatores que interferem no resfriamento.

A constante k varia com o material do qual é feito o corpo, sua massa e
sua condutividade térmica. Experimentalmente aproxima-se o valor de k para um corpo
através de aferições da temperatura deste corpo em instantes de tempo diferentes.

A fase de Modificação deste modelo se daria de acordo com as novas hipóteses
inseridas durante a comparação dos dados experimentais e os resultados obtidos através
da discussão do comportamento da solução. O modelo evoluiria de acordo com as novas
necessidades dos atores do processo da modelagem.

Modelo 3: Crescimento Populacional de Malthus

Thomas R. Malthus (1766-1834) foi um economista britânico que estudou os
modelos de população, de acordo com Nagle, Saff e Snider (2012). Em Alves (2002) e
Malthus (1983) encontram-se mais detalhes sobre a vida e obra deste economista.

O modelo malthusiano é o mais simplista quando se trata de crescimento po-
pulacional. Várias concessões são feitas neste modelo como as taxas de fertilidade e de
mortalidade serem constantes e não existirem fatores inibidores do crescimento.

Malthus apresentou no ano de 1798, o modelo onde tentava descrever matema-
ticamente o crescimento da população humana. Neste modelo o crescimento da população
humana se dava em progressão geométrica e os meios de sobrevivência cresciam em pro-
gressão arimética. Este economista considerou em seu modelo que o número de indivíduos
de uma determinada população se modifica apenas por conta de nascimentos e mortes,
sem processos migratórios, durante o período de tempo observado.

Neste modelo, o número de indivíduos P (t) em uma população depende do
tempo, sendo uma função discreta de t, já que a população assume valores inteiros.
Quando o número de indivíduos é suficientemente grande, P (t) pode ser aproximada
para uma função contínua, de acordo com Bassanezi (2014).
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No modelo discreto, sendo tn a taxa de natalidade e tm a taxa de mortalidade,
então k = tn − tm será a taxa de crescimento específico da população. Considerando k

constante, então a taxa de crescimento relativo de uma população será:

P (t+ 1)− P (t)

P (t)
= k · P (t) (35)

Ou seja, o modelo discreto de Malthus, com P (0) = P0, sugere que:Pt+1 = (1 + k)Pt

P (0) = P0

(36)

A recorrência (36) é resolvida da seguinte forma:

P1 = (1 + k)P0

P2 = (1 + k)P1

...

Pn = (1 + k)Pn−1

P1 · P2 · . . . · Pn = (1 + k)P0 · (1 + k)P1 · . . . · (1 + k)Pn−1 (37)

Como ambos os lados da equação (37) possuem fatores P1, P2, · · · , Pn−1, com
Pi 6= 0, então dividindo cada lado pelo produto P1 · P2 · · · · · Pn−1 tem-se:

Pn = P0(1 + k)n (38)

Considerando o modelo contínuo, tem-se o problema de Cauchy:
dP

dt
= kP

P (0) = P0

(39)

Após resolver o sistema (39), semelhantemente como foi feito nos modelos de
Eliminação de álcool e da Lei de resfriamento de Newton, tem-se como solução:

P (t) = P0e
kt (40)

O modelo Malthusiano mostra-se ineficaz em grandes intervalos de tempo como
é explicitado em Bassanezi (2014). Em Da Silva et al. (2013) tem-se uma descrição da
utilização dos modelos malthusiano e logístico (que será explicitado a seguir) para analisar
parâmetros populacionais de municípios do nordeste mineiro.
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Modelo 4: Crescimento Populacional Logístico contínuo (Verhulst)

Pierre F. Verhulst (1804-1849) foi um matemático belga que em 1837 formulou
o modelo de crescimento populacional, baseado na avaliação de estatísticas disponíveis e
na teoria do crescimento exponencial, com termos representando os fatores de inibição
do crescimento. Basicamente, este modelo é o aprimoramento do que foi proposto por
Malthus, segundo Bassanezi (2014).

A equação é apresentada supondo-se que a população irá crescer até um limite
máximo sustentável, isto é, ela tende a se estabilizar. Considere a taxa de crescimento
uma função em t proporcional à população em cada instante:

β(P ) = r

(
P∞ − P

P∞

)
(41)

Fazendo k = β(P ) na equação de Malthus obtêm-se o sistema:
dP

dt
= r

(
P∞ − P

P∞

)
P

P (0) = P0, r > 0

(42)

No sistema (42) a taxa de variação dP

dt
tende a zero quando a população P

tende ao valor limite P∞. Para encontrar a solução do sistema (42) utiliza-se a separação
das variáveis e a técnica de frações parciais:

dT

dt
= rP (1− P

P∞
)∫

dT

P
(
1− P

P∞

) =

∫
rdt

∫ (
1

P
+

1
P∞

1− P
P∞

)
=

∫
rdt

ln |P | − ln

∣∣∣∣∣1− P

P∞

∣∣∣∣∣ = rt+ C

ln

∣∣∣∣∣ P (t)

1− P (t)
P∞

∣∣∣∣∣ = rt+ C

e

ln

∣∣∣∣∣ P (t)

1− P (t)
P∞

∣∣∣∣∣
= ert+C

P (t)

1− P (t)
P∞

= ert+C

P (t)P∞

P∞ − P (t)
= ert+C (43)
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Utilizando-se P (0) = P0 na equação (43) tem-se:

P (0)P∞

P∞ − P (0)
= er·0+C

P0P∞

P∞ − P0

= eC (44)

Substituindo-se (44) em (43) tem-se:

P (t)P∞

P∞ − P (t)
= ert · P0P∞

P∞ − P0

P (t)

P∞ − P (t)
= ert · P0

P∞ − P0

P (t) = ert · P0

P∞ − P0

· (P∞ − P (t))

P (t)

(
1 + ert · P0

P∞ − P0

)
= ert · P0

P∞ − P0

· P∞

P (t)

(
P∞ − P0 + ertP0

P∞ − P0

)
=

ertP0P∞

P∞ − P0

P (t)(P∞ − P0 + ertP0) = ertP0P∞

P (t) =
ertP0P∞

P∞ − P0 + ertP0

P (t) =
ertP0 · P∞

ertP0 ·
(

P∞
ertP0

− 1
ert

)
+ 1

P (t) =
P∞(

P∞
ertP0

− 1
ert

+ 1
)

P (t) =
P∞(

P∞
P0

− 1
)
e−rt + 1

(45)

P (t) na expressão (45) é denominada Curva Logística. Nesta expressão é per-

ceptível que se t tende ao infinito então

(
P∞
P0

− 1
)

ert
tende a zero e consequentemente P (t)

tende a P∞. Em outras palavras, ao longo do tempo a população tende a se estabilizar a
valores próximo da população suporte.

Neste momento, será mostrado um modelo utilizado em vários livros do PNLD,
como visto em Oliveira (2014).

Modelo 5: Decaimento Radioativo

De acordo com Çengel e Palm III (2014), os materiais que emitem radiações
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como Plutônio, Urânio, Rádio e Carbono 14, decaem naturalmente para isótopos do
mesmo elemento ou ainda se tornam outros elementos. A taxa de decaimento é proporci-
onal à quantidade do elemento naquele instante. Este processo de decaimento é descrito
pela equação linear de primeira ordem:

dM

dt
= −kt (46)

A constante k é conhecida como constante de desintegração e M(t) é a quantidade de
material radioativo em função do tempo. Sendo M(0) = M0 a massa inicial do elemento,
tem-se então o problema de Cauchy:

dM

dt
= −kt

M(0) = M0

(47)

O sistema (47) pode ser resolvido analogamente ao que que foi feito no Modelo
de Eliminação de álcool. A solução é dada por:

M(t) = M0e
−kt (48)

Os físicos em vez de usarem a constante de τ =
1

k
para estimarem o tempo de

decaimento, utilizam a meia vida, que representa o tempo necessário para que a massa
do material radioativo decaia pela metade. A meia vida de vários materiais foi obtida
experimentalmente em laboratórios e está tabulada em várias publicações científicas, de
acordo com Çengel e Palm III (2014).

Após a meia vida, a quantidade de material radioativo inicial se reduz pela
metade, ou seja, M(t) =

M0

2
. Para encontrar uma fórmula que relacione a meia vida com

a constante k, faz-se:

M0

2
= M0e

−kt

1

2
= e−kt

2e−kt = 1

ln(2e−kt) = ln(1)

ln(2e−kt) = 0

ln(2)− kt = 0

k =
ln(2)
t

(49)

Utilizando a fórmula (49) e o tempo de meia de vida do material radioativo,
encontra-se a constante de decaimento ou desintegração do elemento requerido.
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4.3 Sequências Didáticas utilizando a Modelagem Matemática e o GeoGebra

Nesta subseção serão apresentadas e descritas as Sequências Didáticas (SD)
que compõem as etapas da pesquisa. Levando em consideração a etapa de análise a priori
da Engenharia Didática, as variáveis locais, referentes a cada SD, serão relacionadas, bem
como os meios de viabilização da elaboração e aplicação das SD’s. Além disso, inicialmente
uma breve descrição do software GeoGebra será apresentada, bem como algumas de suas
funcionalidades.

4.3.1 O software GeoGebra

O GeoGebra1 é um software dinâmico de matemática para todos os níveis de
educação que reúne geometria, álgebra, planilhas, gráficos, estatísticas e cálculo, em um
pacote fácil de usar. Este software possui muitos usuários ao redor do mundo e é líder,
apoiando ciência, tecnologia, engenharia, matemática e inovação no processo de ensino-
aprendizagem em todo o mundo. A Figura 6 apresenta a tela inicial da versão 5.0.139.0
para o sistema operacional Windows.

Figura 6 – Tela inicial do GeoGebra

Fonte: Produzida pelo autor.

Para mais informações sobre os comandos básicos e exemplos de trabalhos
feitos com o uso deste software, podem ser usados como fontes de pesquisa o manual dis-
ponível no site oficial do projeto Geogebra2, em alguns canais do Youtube e em referências

1Disponível em https://www.geogebra.org/download
2<http://wiki.geogebra.org/pt/Manual>
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de autores como Giraldo, Caetano e Mattos (2012), Dantas e Ferreira (2014) e Dantas
(2016).

O site O GEOGEBRA3 é um importante canal de divulgação de materiais
educativos produzidos com o software. Segundo a descrição encontrada no próprio site:
‘‘Este site é um espaço para a divulgação do software GeoGebra. Disponibilizamos materi-
ais e recursos para capacitar usuários em seus aspectos técnicos e para fomentar reflexões
sobre seu uso em situações de ensino e aprendizagem.’’

O conhecimento e escolha deste software como ferramenta auxiliar durante o
processo de pesquisa ocorreu devido às leituras e análises de trabalhos de pesquisadores do
Campus Mucuri da UFVJM e que resultaram em publicações como Jardim et al. (2015),
Da Silva, Jardim e Carius (2016) e Pereira, Da Silva e Jardim (2017).

A partir deste momento, serão descritos os roteiros de construção utilizados du-
rante a fase de experimentação da pesquisa. Estes roteiros utilizaram as abas de criação de
‘‘Texto’’, ‘‘Controle Deslizante’’ e os comandos ‘‘CampoDeDireções[ ]’’, ‘‘ResolverEDO[
]’’, ‘‘AnimarConstruçãoDoGráfico[ ]’’ digitados no campo de ‘‘Entrada’’ do software.

4.3.2 As Sequências Didáticas

As SD utilizadas durante a fase de execução do projeto de pesquisa, foram
elaboradas objetivando a simplicidade de manipulação, sem deixar de lado a coerência
com os modelos estudados, bem como, a consistência das definições matemáticas.

As SD foram divididas em duas partes: a primeira parte composta das Aulas
01 e 02, com aulas teóricas sem utilização do GeoGebra. A segunda parte composta das
Aulas 03, 04 e 05 utilizando os modelos com o auxílio do GeoGebra.

A primeira parte serviu de preparação para as etapas utilizando o a modelagem
matemática e o software GeoGebra, portanto não haverá hipotéses investigadas nesta
etapa.

Aula 01:

A Aula 01 foi composta pela apresentação teórica, de 60 minutos, sobre as
funções exponenciais e logarítmicas segundo Lima et al. (2012a) e Lima (2013) visando
apresentar aos discentes algumas noções básicas sobre as funções supracitadas. Após a
explicação, os estudantes responderam ao questionário 01, referente ao que foi discutido
na apresentação.

Desta forma, ao responder ao questionário 01, é esperado que o estudante
relacione conceitos relativos às definições e caracterizações das funções exponenciais e
logarítmicas.

3<http://www.ogeogebra.com.br>
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Aula 02:

A Aula 02 durou 80 minutos e abordou algumas noções de Modelagem Ma-
temática. Ainda nesta aula, noções de equações diferenciais e de diferenças, noções de
funções contínuas e discretas foram apresentadas aos estudantes. O objetivo era propiciar
aos discentes uma melhor compreensão sobre as etapas do processo de modelagem.

É esperado, ao responderem o questionário 02, que o discente relacione cor-
retamente ideias referentes aos seguintes itens: i) modelagem matemática; ii) equações
diferenciais; iii) equações de diferenças; iv) funções contínuas e funções discretas.

A segunda etapa das SD contou com o auxílio do GeoGebra ao longo das aulas
03, 04 e 05. Nesta segunda etapa, a Modelagem foi utilizada na apresentação e discussão
dos modelos propostos.

O público alvo foi composto de 18 discentes dos semestres iniciais do BC&T
da Universidade Federal dos Vales do Jequitinhonha e Mucuri. O desenvolvimento das
atividades ocorreu no Laboratório de Simulação Computacional no Instituto de Ciência,
Engenharia e Tecnologia, da UFVJM, durante o mês de Fevereiro de 2017.

Aula 03:

Para a Aula 03, os roteiros criados serão descritos detalhadamente a seguir.
Cada passo dos roteiros serão identificados por 1º passo, 2º passo,... e assim por diante.

Além de serem observados pelo pesquisador durante as atividades, os estudan-
tes responderam, no final, ao questionário 03. Este questionário auxiliou na análise a
posteriori das atividades.

Modelo: ‘‘Eliminação de álcool ingerido’’

No GeoGebra:

1º Passo: A partir da análise da teoria relacionada ao fenômeno, as hipóteses deveriam
ser relacionadas.

O objetivo do 1º passo foi possibilitar aos discentes a organização de algumas
informações sobre o fenômeno estudado. Com as informações coletadas na internet,
em livros de física e de cálculo, os estudantes deveriam utilizar a ferramenta de
texto, bem como alguns comandos básicos em LATEX, para relacionar na tela do
GeoGebra as informações pertinentes ao fenômeno. Na Figura 7 há um exemplo de
como este procedimento deveria ser feito;
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Figura 7 – Relacionando as hipóteses.

Fonte: Produzida pelo autor.

Assim, era esperado pelo professor que o estudante, a par de informações signifi-
cantes contidas nos livros e internet, extraísse as ideias relevantes do fenômeno de
eliminação de álcool ingerido, para converter em linguagem matemática.

2º Passo: Os controles deslizantes, com as constantes, seriam criados, Figura 8;

Figura 8 – Criando os controles deslizantes.

Fonte: Produzida pelo autor.

O objetivo do 2º passo foi mostrar aos discentes como as constantes relacionadas
à este fenômeno poderiam assumir valores contínuos específicos em um intervalo.

No 2º passo, era esperado que o discente criasse um controle deslizante com inter-
valo pertinente para cada constante.

3º passo: Adotando t = x e c = y a função de duas variáveis f(t, c) = −kc seria criada,
Figura 9;
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Figura 9 – Criando função de duas variáveis f(x, y).

Fonte: Produzida pelo autor.

O objetivo do 3º passo foi definir uma função de duas variáveis f(x, y).

Neste passo era esperado que o discente conseguisse vincular uma função de duas
variáveis relacionada à equação diferencial dc

dt
= −kc.

4º passo: Criação do campo de direções, com o comando: CampoDeDireções [<f(x,
y)>, <Número n>, <Fator de Escala a>, <Min x>, <Min y>, <Max x>, <Max
y>], referente à função f(x, y), com x sendo o tempo decorrido em horas e y a
concentração de álcool em gramas por litro. Desta maneira, este campo de direções
mostra a tendência da concentração em relação ao tempo. Isto é feito antes de se
trabalhar com a resolução da equação diferencial referente ao problema, Figura 10;

Figura 10 – Criando o campo de direções de f(x, y).

Fonte: Produzida pelo autor.
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O objetivo deste passo foi mostrar ao discente uma possibilidade de visualização
gráfica do comportamento do fenômeno em relação ao tempo, sem ainda ter resolvido
a equação diferencial. Os discentes utilizando as possibilidades: <Número n>,
<Fator de Escala a>, <Min x>, <Min y>, <Max x>, <Max y> deveriam ajustar
a melhor visualização do campo de direções por meio de tentativas e erros.

Esperava-se que o discente vinculasse o campo de direções às possíveis soluções do
sistema de equação diferencial relacionado ao fenômeno. Também era esperado que
o discente conseguisse visualizar como o decaimento da concentração ocorreria.

5º passo: Resolução do problema de valor inicial (50) com o auxílio do comando: Resol-
verEDO[ <f(x, y)>, <Ponto de f> ], Figura 11. O <ponto de f> é (0, c0), onde c0,
a concentração inicial, é um dos controles deslizantes definidos no 2º passo.


dc

dt
= f(t, c)

c(0) = c0

(50)

O GeoGebra, ao resolver o sistema de valor inicial, dá como resposta o gráfico de
uma função exponencial decrescente. O gráfico da solução fica sobreposto ao campo
de direções criado no 4º passo.

Figura 11 – Resolvendo o problema de valor incial.

Fonte: Produzida pelo autor.

O objetivo deste passo era que o estudante vinculasse a solução gráfica do problema
de valor inicial como uma das possíveis direções impostas pelo campo de direções.

Desta forma, era esperado que o estudante vinculasse a tendência de decaimento da
concentração, prevista no campo de direções, à função exponencial decrescente da
solução.
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6º passo: Apresentação interativa da evolução da solução do problema de valor inicial em
relação ao tempo com auxílio do (Comando: AnimarConstruçãoDoGráfico[ <Fun-
ção> ]), Figura 12;

Figura 12 – Evolução da solução em relação ao tempo

Fonte: Produzida pelo autor.

O objetivo deste passo era simular, através da construção dinâmica do gráfico, a
velocidade em que ocorre o decaimento da concentração de álcool do organismo.

Esperava-se que o estudante conseguisse vincular o gráfico dinâmico, a uma simu-
lação do decaimento da concentração de álcool do organismo.

7º passo: Observação das soluções gráficas do problema;

O objetivo deste passo era que o estudante analisasse as soluções gráficas do modelo.

Era esperado que o discente percebesse que quanto maior for c, ou seja, quanto
maior for a concentração de álcool, mais rápido esta concentração decairia. Era
esperado que o estudante percebesse este fato pela curvatura do gráfico, que quanto
mais verticalizada maior seria a concentração.

8º passo: Conclusões finais sobre o modelo, tiradas pelos estudantes.

O objetivo deste passo era que o estudante relacionasse as funções de tipo expo-
nencial, com base e, com as questões naturais, especificamente neste modelo de
eliminação de álcool do organismo.

Era esperado que o estudante relacionasse o decaimento da concentração de álcool
do organismo à função exponencial de base e, dada como resposta no 5º passo.
Esperava-se também que o discente percebesse a vantagem de se escrever a solução
final como uma função do tipo exponencial sob a forma f(x) = beαx, com a base e,
porque esta expressão exibe explicitamente não apenas o valor inicial b = f(0), como
também o coeficiente α, que está intimamente ligado à taxa de crescimento/decai-
mento de f .
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Modelo: ‘‘Lei do resfriamento de Newton’’

No GeoGebra:

1º passo: A partir da análise da teoria relacionada ao fenômeno, as hipóteses deveriam
ser relacionadas. Na Figura 13 há um exemplo de como este procedimento deveria
ser feito;

Figura 13 – Relacionando as hipóteses.

Fonte: Produzida pelo autor.

O objetivo do 1º passo foi possibilitar aos discentes a organização de algumas
informações sobre o fenômeno relacionado à Lei do resfriamento de Newton. Com
as informações coletadas na internet, em livros de física e de cálculo, os estudantes
deveriam utilizar a ferramenta de texto, bem como alguns comandos básicos em
LATEX, para relacionar na tela do GeoGebra as informações pertinentes ao fenômeno.

Assim, era esperado pelo professor que o estudante, a par de informações signifi-
cantes contidas nos livros e na internet, extraísse as ideias relevantes do fenômeno
referente à Lei do resfriamento de Newton, para converter em linguagem matemá-
tica.

2º passo: Os controles deslizantes, com as constantes, seriam criados (Figura 14);

Figura 14 – Criando os controles deslizantes.

Fonte: Produzida pelo autor.
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O objetivo do 2º passo foi mostrar aos discentes como as constantes relacionadas
à este fenômeno poderiam assumir valores contínuos específicos em um intervalo.

No 2º passo, era esperado que o discente criasse um controle deslizante com inter-
valo pertinente para cada constante.

3º passo: Adotando t = x e T = y a função de duas variáveis f(t, T ) = −k(T −Ta) seria
criada (Figura 15);

Figura 15 – Criando função de duas variáveis f(x, y).

Fonte: Produzida pelo autor.

O objetivo do 3º passo foi definir uma função de duas variáveis f(x, y).

Desta maneira, era esperado neste passo que o discente conseguisse vincular uma
função de duas variáveis relacionada à equação diferencial dT

dt
= −k(T − Ta), com

Ta sendo a temperatura do ambiente.

4º passo: Criação do campo de direções, com o comando: CampoDeDireções[<f(x, y)>,
<Número n>, <Fator de Escala a>, <Min x>, <Min y>, <Max x>, <Max y>],
referente à função f(x, y), com x sendo o tempo decorrido em horas e y a tendência
da diferença de temperatura em relação ao tempo, medida em graus Celsius. Desta
maneira, este campo de direções mostra a tendência da temperatura em relação ao
tempo. Isto é feito antes de se trabalhar com a resolução da equação diferencial
referente ao problema.

O objetivo deste passo foi mostrar ao discente uma possibilidade de visualização
gráfica do comportamento do fenômeno em relação ao tempo, sem ainda ter resolvido
a equação diferencial. Os discentes, utilizando as possibilidades: <Número n>,
<Fator de Escala a>, <Min x>, <Min y>, <Max x>, <Max y> do comando
deveriam ajustar a melhor visualização do campo de direções por meio de tentativas
e erros. Na Figura 16 há um campo de direções similar ao que se pede.
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Figura 16 – Criando o campo de direções de f(x, y).

Fonte: Produzida pelo autor.

Desta maneira, esperava-se que o discente vinculasse o campo de direções às pos-
síveis soluções do sistema de equação diferencial relacionado ao fenômeno. Era
esperado que o discente conseguisse visualizar como o decaimento da diferença de
temperatura ocorreria.

5º passo: Resolução do problema de valor inicial (51), com o auxílio do comando: Re-
solverEDO[ <f(x, y)>, <Ponto de f> ], Figura 17. O <ponto de f> é (0, T0), onde
T0, a temperatura inicial, é um dos controles deslizantes definidos no 2º passo.


dT

dt
= f(t, T )

T (0) = T0

(51)

O GeoGebra, ao resolver o sistema de valor inicial, dá como resposta o gráfico de
uma função exponencial decrescente. O gráfico da solução fica sobreposto ao campo
de direções criado no 4º passo.

Figura 17 – Resolvendo o problema de valor inicial.

Fonte: Produzida pelo autor.
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O objetivo deste passo foi que o estudante vinculasse a solução gráfica do problema
de valor inicial como uma das possíveis direções impostas pelo campo de direções.

Desta forma, era esperado que o estudante vinculasse a tendência de decaimento
da diferença de temperatura, prevista no campo de direções, à função exponencial
decrescente da solução.

6º passo: Apresentação interativa da evolução da solução do problema de valor inicial em
relação ao tempo com auxílio do (Comando: AnimarConstruçãoDoGráfico[ <Fun-
ção> ]).

O objetivo deste passo foi simular, através da construção dinâmica do gráfico, a
velocidade em que ocorre o decaimento da diferença de temperatura entre o ambiente
e o corpo.

Esperava-se que o estudante conseguisse vincular o gráfico dinâmico, a uma simu-
lação do decaimento da diferença de temperatura entre o corpo e o ambiente. Na
Figura 18, tem-se um exemplo do que é esperado.

Figura 18 – Evolução da solução em relação ao tempo

Fonte: Produzida pelo autor.

7º passo: Observação das soluções gráficas do problema;

O objetivo deste passo era que o estudante analisasse as soluções gráficas do modelo.

Esperava-se que o estudante percebesse que quanto maior for diferença de tempe-
ratura entre o corpo e o ambiente, mais rápido a temperatura T do corpo decairia.
Era esperado que o estudante percebesse este fato pela curvatura do gráfico, mais
verticalizada quando a diferença de temperatura é maior.

8º passo: Conclusões finais sobre o modelo, tiradas pelos estudantes.
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O objetivo deste passo foi que o estudante relacionasse as funções de tipo exponen-
cial, com base e, com as questões naturais, especificamente neste modelo relacionado
à Lei de resfriamento de Newton.

Era esperado que o estudante relacionasse o decaimento, da diferença de tempera-
tura, à função exponencial de base e, dada como resposta no 5º passo. Esperava-se
também que o discente percebesse a vantagem de se escrever a solução final como
uma função do tipo exponencial sob a forma f(x) = beαx, com a base e, porque esta
expressão exibe explicitamente não apenas o valor inicial b = f(0) como também o
coeficiente α, que está intimamente ligado à taxa de crescimento/decaimento de f .

Modelo: ‘‘Modelo de crescimento populacional de Malthus’’

No GeoGebra:

1º passo: A partir da análise da teoria relacionada ao fenômeno, as hipóteses devem ser
relacionadas. Na Figura 19 há um exemplo de como este procedimento deve ser
feito;

Figura 19 – Relacionando as hipóteses.

Fonte: Produzida pelo autor.

O objetivo do 1º passo foi possibilitar aos discentes a organização de algumas
informações sobre o fenômeno estudado. Com as informações coletadas na internet,
em livros de física e de cálculo, os estudantes deveriam utilizar a ferramenta de
texto, bem como alguns comandos básicos em LATEX, para relacionar na tela do
GeoGebra as informações pertinentes ao fenômeno.
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Assim, era esperado pelo professor que o estudante, a par de informações signifi-
cantes contidas nos livros e internet, extraísse as ideias relevantes do fenômeno de
crescimento populacional segundo Malthus, para converter em linguagem matemá-
tica.

2º passo: Os controles deslizantes, com as constantes, são criados (Figura 20);

Figura 20 – Criando os controles deslizantes.

Fonte: Produzida pelo autor.

O objetivo do 2º passo foi mostrar aos discentes como as constantes relacionadas
à este fenômeno poderiam assumir valores contínuos específicos em um intervalo.

No 2º passo, era esperado que o discente criasse um controle deslizante com inter-
valo pertinente para cada constante.

3º passo: Adotando t = x e P = y a função de duas variáveis f(t, P ) = βP é criada
(Figura 21);

Figura 21 – Criando função de duas variáveis f(x, y).

Fonte: Produzida pelo autor.

O objetivo do 3º passo foi definir uma função de duas variáveis f(x, y).

Desta maneira, era esperado que o discente conseguisse vincular uma função de duas
variáveis relacionada à equação diferencial dP

dt
= kP .

4º passo: Criação do campo de direções, com o comando: CampoDeDireções[ <f(x, y)>,
<Número n>, <Fator de Escala a>, <Min x>, <Min y>, <Max x>, <Max y> ],
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referente à função f(x, y), com x sendo o tempo decorrido em horas e y a população.
Desta maneira, este campo de direções mostra a tendência de crescimento popula-
cional em relação ao tempo. Isto é feito antes de se trabalhar com a resolução da
equação diferencial referente ao problema, Figura 22;

Figura 22 – Criando o campo de direções de f(x, y).

Fonte: Produzida pelo autor.

O objetivo deste passo foi mostrar ao discente uma possibilidade de visualização
gráfica do comportamento do fenômeno em relação ao tempo, sem ainda ter resolvido
a equação diferencial. Os discentes utilizando as possibilidades: <Número n>,
<Fator de Escala a>, <Min x>, <Min y>, <Max x>, <Max y> do comando
supracitado deveriam ajustar a melhor visualização do campo de direções por meio
de tentativas e erros.

Desta maneira, era esperado que o discente vinculasse o campo de direções às pos-
síveis soluções do sistema de equação diferencial relacionado ao fenômeno. Era
esperado que o discente conseguisse visualizar como o crescimento populacional
ocorre.

5º passo: Resolução do problema de valor inicial (52) com o auxílio do comando: Re-
solverEDO[ <f(x, y)>, <Ponto de f> ], Figura 23. O <ponto de f> é (0, P0), onde
P0, a população inicial, é um dos controles deslizantes definidos no 2º passo. O
GeoGebra, ao resolver o sistema de valor inicial, dá como resposta o gráfico de uma
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função exponencial crescente. O gráfico da solução fica sobreposto ao campo de
direções criado no 4º passo.


dP

dt
= f(t, P )

P (0) = P0

(52)

Figura 23 – Resolvendo o problema de valor incial.

Fonte: Produzida pelo autor.

O objetivo deste passo foi que o estudante vinculasse a solução gráfica do problema
de valor inicial como uma das possíveis direções impostas pelo campo de direções.

Desta forma, era esperado que o estudante vinculasse a tendência de crescimento
da população, prevista no campo de direções, à função exponencial crescente da
solução.

6º passo: Apresentação interativa da evolução da solução do problema de valor inicial em
relação ao tempo com auxílio do (Comando: AnimarConstruçãoDoGráfico[ <Fun-
ção> ]), Figura 24;

O objetivo deste passo foi simular, através da construção dinâmica do gráfico, a
velocidade em que ocorre o crescimento da população.

Esperava-se que o estudante conseguisse vincular o gráfico dinâmico, a uma simu-
lação do crescimento da população.

7º passo: Observação das soluções gráficas do problema;
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Figura 24 – Evolução da População em relação ao tempo

Fonte: Produzida pelo autor.

O objetivo deste passo foi que o estudante analisasse as soluções gráficas do modelo.

Era esperado que o discente percebesse que quanto maior for a população, mais
rápido esta população crescerá. Era esperado que o estudante percebesse este fato
pela curvatura do gráfico, mais verticalizada quando a população for maior.

8º passo: Conclusões finais sobre o modelo, tiradas pelos estudantes.

O objetivo deste passo foi que o estudante relacionasse as funções de tipo expo-
nencial, com base e, com as questões naturais, especificamente neste modelo de
crescimento populacional de Malthus.

Era esperado que o estudante relacionasse o crescimento populacional à função
exponencial de base e, dada como resposta no 5º passo. Esperava-se também que
o discente percebesse a vantagem de se escrever a solução final como uma função
do tipo exponencial sob a forma f(x) = beαx, com a base e, porque esta expressão
exibe explicitamente não apenas o valor inicial b = f(0) como também o coeficiente
α, que está intimamente ligado à taxa de crescimento/decaimento de f .

Aula 04:

Na Aula 04, a partir dos roteiros de construção da Aula 03, os estudantes
deveriam trabalhar com o modelo de decaimento radioativo e de eliminação de drogas do
organismo. Os passos a seguir, destes dois modelos, são semelhantes ao que foi feito nos
modelos da Aula 03, logo não serão detalhados nesta etapa.

O objetivo da construção destes modelos, pelos estudantes, foi que conseguis-
sem utilizar os conhecimentos adquiridos na aula anterior e construir seus próprios modelos
utilizando a teoria encontrada nos livros de cálculo e na internet.
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Desta forma, era esperado que os estudantes construíssem os modelos e per-
cebessem a importância das taxas de variações e dos campos de direções nas construções
dos modelos.

Aula 05:

Na Aula 05, para construir o Modelo de crescimento populacional Logístico
contínuo (Verhulst), os estudantes deveriam pesquisar dados de cidades no site4 do IBGE.
Os dados pesquisados de cada cidade eram referentes às populações, segundo os Censos
realizados entre os anos de 1970 e 2010.

No GeoGebra, para a utilização deste Modelo de Verhulst, foi necessário a
utilização da Planilha do software, Figura 25.

Figura 25 – Janelas de Álgebra, de Visualização e Planilha abertas ao mesmo
tempo.

Fonte: Produzida pelo autor.

Os dados são inseridos nas células das planilhas e, em seguida, é necessário
selecionar as colunas referentes ao tempo decorrido em anos, desde a primeira aferição
do Censo para aquela cidade, junto com a coluna referente à população em cada ano
referido. Depois, deve-se utilizar a ferramenta de Análise Bivariada e selecionar como
curva de ajuste de dados o Modelo Exponencial ou o Modelo Logístico. A Figura 26
ilustra esta construção.

4<http://www.cidades.ibge.gov.br/v3/cidades/home-cidades>
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Figura 26 – Construção dos modelos Logísticos.

Fonte: Produzida pelo autor.

Esta atividade pode ser feita utilizando os dados discretos obtidos no site
do IBGE e as recorrências. Sendo assim esta etapa pode ser adaptada para atividades
relativas do Ensino Médio.

O principal objetivo desta atividade foi que o estudante conseguisse relacionar
dados reais às funções exponenciais, e obter previsões aproximadas da população ao logo
do tempo.

Esperava-se que o estudante conseguisse relacionar, da melhor maneira possí-
vel, através do ajuste de curvas do GeoGebra os dados populacionais e as funções expo-
nenciais. Também era esperado, que o estudante comparasse a construção do modelo de
Malthus com a construção do modelo de Verhulst e que o estudante tivesse autonomia
para trabalhar com os dados e propor novas relações.
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5 APLICAÇÃO DAS SEQUÊNCIAS DIDÁTICAS

Esta seção apresenta como as sequências didáticas foram aplicadas. Para facili-
tar o entendimento da dinâmica de interação com os estudantes, a Figura 27 mostra como
ocorreram as etapas das atividades dentro do Laboratório de Simulação Computacional.

Figura 27 – Organograma com as etapas da experimentação.

Fonte: Produzida pelo autor.

Nesta etapa da descrição da pesquisa, as transcrições das respostas dos dis-
centes serão indicadas, para termos de organização visual das informações, como: R1
Resposta 1, R2 Resposta 2, ..., R5 Resposta 5,..., de maneira que estas numerações não
indicam que as respostas R1 de duas perguntas diferentes pertençam ao mesmo estudante.
É importante ressaltar que nem todas as respostas a cada pergunta foram transcritas nesta
parte do texto, pois algumas foram similares às respostas dos outros estudantes e por isso
não foram utilizadas.

5.1 Entrevistas iniciais

Antes da aplicação das SD, foram feitas, através de questionários descritivos,
as Entrevistas Introdutória e Exploratória. As entrevistas serviram como a verificação
cognitiva das análises prévias para relacionar aspectos ligados ao modo como os cursistas
estudam Matemática.

Na Aula 01, os estudantes reponderam em 10 minutos ao ‘‘Questionário Intro-
dutório’’ para fornecer informações de como eles estudam Matemática e quais as fontes
auxiliares de estudo que utilizam.
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Inicialmente, foram aplicados questionários diagnósticos através da plataforma
GoogleForms, com o intuito de verificar as dificuldades encontradas pelos discentes sobre
as funções exponenciais e logarítmicas.

Embora as intervenções tenham sido aplicadas com discentes dos primeiros
semestres do curso de BC&T da UFVJM, Campus do Mucuri, o estudo das funções
supracitadas ocorre inicialmente no ensino médio. Sendo assim, as dificuldades oriundas
desta etapa do sistema de ensino causam muitas dificuldades aos discentes de um curso de
Ciência e Tecnologia com disciplinas como o Cálculo, por exemplo. Através da Entrevista
Introdutória, respondida por 17 estudantes, foram construídos os gráficos das Figuras 28,
29, 30 e 31.

Figura 28 – Entrevista Introdutória

Fonte: Produzida pelo autor.

Figura 29 – Entrevista Introdutória

Fonte: Produzida pelo autor.
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Figura 30 – Entrevista Introdutória

Fonte: Produzida pelo autor.

Figura 31 – Entrevista Introdutória

Fonte: Produzida pelo autor.

Ao analisar os gráficos das Figuras 28, 29, 30 e 31 observa-se que 52, 9% do
grupo de estudantes disse compreender os assuntos explicados com alguma ajuda extra,
como colegas ou tutores particulares. Cerca de 41, 2% dos discentes entrevistados disseram
dedicar mais de 4 horas semanais ao estudo de matemática em casa, fato explicado por
estarem cursando o Curso de BC&T na UFVJM que exige este nível de dedicação. Outro
fato importante notado, é que 64, 7% dos entrevistados tem como fonte de pesquisa para
os estudos livros didáticos impressos e digitais e 29, 4% utilizam videoaulas do YouTube
ou outras plataformas.

O gráfico da Figura 31 mostra que 82, 4% dos estudantes entrevistados já
utilizaram algum programa que auxiliasse no aprendizado de Matemática. Este fato se
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deve principalmente a estes discentes já estarem nos primeiros semestres do BC&T, onde,
por exemplo, já tiveram contato com o GeoGebra. Desta maneira, não foram necessárias
aulas introdutórias sobre o software.

O segundo questionário aplicado aos cursistas, a Entrevista Exploratória, ser-
viu para se ter noção do que os discentes lembravam sobre o que viram no ensino médio,
sobre funções exponenciais e logarítmicas. Na Figura 32 é observado um cursista utili-
zando a plataforma para responder à entrevista.

Figura 32 – Cursista respondendo à Entrevista Exploratória

Fonte: Produzida pelo autor.

Como é percebido nas Figuras 33 (a) e (b), apenas 47, 1% dos discentes en-
trevistados estudaram funções exponenciais no ensino médio e 52, 9% estudaram funções
logarítmicas.

Figura 33 – Entrevista Introdutória

(a) (b)

Fonte: Produzida pelo autor.
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Na Figura 34, aparecem as respostas à pergunta ‘‘Diga com suas palavras o
que aprendeu sobre tais funções [exponenciais]?’’. Considerando apenas os 47, 1% que
responderam afirmativamente à primeira pergunta, aparecem respostas como:

R1 ‘‘Conteúdos básicos sendo introduzidos apenas conceitos superficiais.’’, ‘‘... gráficos e
resolução com tabelas.’’.

R2 ‘‘Resolução, gráficos e raízes.’’.

Figura 34 – Diga com suas palavras o que aprendeu sobre tais funções [expo-
nenciais]?

Fonte: Produzida pelo autor.

Estas respostas corroboram Masetti e Pires (2014) que, em sua análise, mos-
tram a preferência dos materiais didáticos do PNLD 2015 em utilizar exercícios procedi-
mentais.
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Em sequência foi perguntado aos cursistas ‘‘Qual método de ensino foi usado
pelo seu professor?’’. Novamente, foram consideradas para análise as respostas dos alunos
que estudaram o assunto funções exponenciais no ensino médio como pode ser visto na
Figura 35.

Figura 35 – Qual método de ensino foi usado pelo seu professor?

Fonte: Produzida pelo autor.

Surgiram como respostas:

R1 ‘‘... explicação e aplicação de exercícios.’’

R2 ‘‘Aulas utilizando a apostila.’’

R3 ‘‘...apresentou o formato de função no quadro...’’

R4 ‘‘... uso do livro didático.’’

Novamente é observado a influência da utilização dos livros didáticos e suas
atividades de caráter procedimental, vistas em Masetti e Pires (2014). É interessante
notar que dois cursistas responderam:
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R6 ‘‘... introdução ao software GeoGebra.’’

R7 ‘‘Foi feito uso do aplicativo GeoGebra, e em sala de aula, passando o conhecimento
em palavras, exemplos e gráficos.’’

A segunda resposta ressalta a utilização do software para construir o gráfico da
função, utilização já prevista desde os anos 1990 em Borba (2007). Contudo, pelos relatos
dos estudantes, percebe-se que a utilização do software foi feita de forma superficial,
pois como afirma Valente (1999), a abordagem citada pelos discentes tem o computador
utilizado para informatizar os processos de ensino existentes. O autor ainda afirma que
esta abordagem facilitou a implantação do computador na escola, pois não quebra a
dinâmica por ela adotada, não exige muito investimento na formação do professor, mas no
entanto, os resultados em termos da adequação dessa abordagem no preparo de cidadãos
capazes de enfrentar as mudanças que a sociedade está passando são questionáveis.

Na pergunta ‘‘Você teve dificuldade na aprendizagem destas funções? Em caso
afirmativo diga quais dificuldades.’’, como pode ser visto na Figura 36 , as respostas foram
inconclusivas, pois os cursistas que estudaram as funções exponenciais não especificaram
as dificuldades que tiveram e deram respostas como:

R1 ‘‘Sim, pois a compreensão era complicada e quase não sabia como resolvê-las.’’

R2 ‘‘Pode-se dizer que sim, pois quando acrescenta-se exponenciais à outras funções, as
mesmas tornam-se pouco complicadas.’’

Apenas uma resposta foi específica:

R3 ‘‘SIM, construir gráficos.’’

Figura 36 – Você teve dificuldade na aprendizagem destas funções? Em caso
afirmativo diga quais dificuldades.

Fonte: Produzida pelo autor.
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Analisando as respostas sobre a pergunta ‘‘Diga com suas palavras o que apren-
deu sobre tais funções [logarítmicas]?’’, na Figura 37 é observado que estas funções foram
pouco trabalhadas no ensino médio dos cursistas.

Figura 37 – Diga com suas palavras o que aprendeu sobre tais funções [loga-
rítmicas]?

Fonte: Produzida pelo autor.

Destacando-se as seguintes respostas:

R1 ‘‘Nem sabia que existiam[as funções logarítmicas]. Sabia que existia o logaritmo, mas
também não sabia o que era.’’

R2 ‘‘Aprendi essa função de forma superficial, então vi pouca coisa, como o que era
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a base, como se comportava essas funções graficamente e como calcular as mais
simples.’’

R3 ‘‘No ensino médio aprendi apenas o básico, como por exemplo as propriedades do
logarítimo (sic), o seu gráfico, e a forma da função.’’.

Nestas transcrições das respostas dos cursistas, é notada mais uma vez a in-
fluência de exercícios procedimentais e repetitivos.

Quando foram questionados sobre o método de ensino do professor para ensinar
funções exponenciais, os cursistas responderam:

R1 ‘‘Exposição tradicional de conceitos e aplicação de exercícios.’’

R2 ‘‘Livro didático e explicação no quadro.’’

R3 ‘‘Ele copiou a matéria no quadro e explicou e passou questões para fazer.’’

Apenas um estudante respondeu que o software foi utilizado na construção do
gráfico:

R4 ‘‘Foi feito uso do aplicativo GeoGebra como forma de demonstração mais prática, e
em sala de aula através de exemplos e demonstrações manuais dos gráficos.’’

Finalmente, em relação às dificuldades de aprendizagem dos estudantes em
relação às funções logarítmicas, eles relataram pouco tempo de estudo, dificuldade para
desenhar os gráficos e até confundiram com as funções exponenciais:

R1 ‘‘...pelo fato de o estudo dessas funções ter sido feito em um curto período de tempo.’’

R2 ‘‘...Dificuldade para a resolução da função e para o desenho do gráfico.’’

R3 ‘‘...as vezes trocava os valores da base e expoente, e tive dificuldade em conseguir
pegar as propriedades.’’.

Contudo, os cursistas não especificaram claramente quais habilidades e con-
teúdos tiveram dificuldade.

5.2 Sequências Didáticas

Aula 01:
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Nesta aula, os objetivos da pesquisa foram esclarecidos para os estudantes e
ficou combinado que, após assistir a explanação de 60 minutos, eles deveriam responder
ao questionário proposto.

Além disso, foi especificado aos estudantes que algumas fotografias seriam
tiradas como ilustração do trabalho e que questionamentos pertinentes ao assunto, feitos
por eles, seriam bem-vindos.

A aula teórica sobre as funções exponenciais e logarítmicas, tendo como base
Lima et al. (2012a) e Lima (2013) foi realizada. Em sequência, 15 estudantes responderam
ao ‘‘Questionário 01’’ e agora as respostas serão analisadas.

No Questionário 01, em relação ao pedido ‘‘Descreva e justifique quais as prin-
cipais características da função exponencial você percebeu e gostaria de destacar.’’, várias
informações pertinentes foram relacionadas pelos cursistas. Nestes trechos, os cursistas
conseguiram relacionar propriedades das funções exponenciais, bem como a variação, do-
mínio e imagem:

R1 ‘‘A definição de funções exponenciais é que a variação relativa depende apenas de um
acréscimo h, e não da variável x em si. Um exemplo de utilidade para transfor-
mar uma Progressão Aritmética em Geométrica. Ela tem também por propriedade
transformar uma soma em produto.’’

R2 ‘‘Função exponencial é um número elevado a uma incógnita. Ela depende apenas do
acréscimo e não da variável, vai do conjunto dos números reais para os reais posi-
tivos, é uma função monótona e injetora e sua principal propriedade é transformar
a soma em multiplicação, ex: transforma uma PA em PG.’’

O pedido seguinte ‘‘Relacione as principais características das funções inversas
das funções exponenciais.’’, teve respostas onde destacam-se a transformação de produtos
em soma, propriedade da função logarítmica e o fato de apenas funções bijetoras possuírem
inversas:

R1 ‘‘A função logarítmica tem o domínio real positivo e a imagem real e ela é o inverso
das exponenciais.’’

R2 ‘‘Elas são monótonas e injetivas enquanto uma transforma soma em produto outra
transforma produto em soma.’’

R3 ‘‘Para uma função ser inversa, ela deve ser bijetora.Tem a capacidade de transformar
soma em multiplicação. A função inversa da exponencial é a logaritma (sic).’’

A terceira descrição pedida ‘‘Relacione as principais características da função
logarítmica.’’ tinha o intuito de descobrir se os estudantes perceberam que de fato a
função logarítmica é a função inversa da exponencial. Estas transcrições mostram que os
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estudantes perceberam o fato da função logarítmica ser a função inversa da exponencial,
bem como o fato de uma das suas principais características ser a de transformar produtos
em somas:

R1 ‘‘A função logarítmica tem o domínio real positivo e a imagem real e ela é o inverso
das exponenciais. A função logarítmica transforma produto em soma.’’

R2 ‘‘As funções logarítmicas são as inversas das exponenciais, auxiliam no processo de
modelagem matemática, e tem por principal característica converter produto para
soma.’’

Para o último pedido de descrição deste questionário, ‘‘Descreva e justifique
quais as principais características da função exponencial de base e.’’ é necessário ressaltar
que os cursistas já haviam estudado Cálculo Diferencial e Integral, segundo a grade curri-
cular do curso de BC&T. Desta forma, a aula inicial teve referências a taxas de variação,
integração, etc., influindo nas respostas, que foram, por exemplo:

R1 ‘‘A função exponencial de base ’e’ apresenta inclinação igual à seu valor. Logo, a
variação dessa função sempre tem relação com seu valor. Ela nos permite avaliar
fenômenos em que o crescimento ou decrescimento tenha relação direta com sua
quantidade medida. Asim são muitos fenômenos naturais, logo, sempre é a melhor
opção avaliar tais fenômenos usando funções exponenciais.’’

R2 ‘‘Através das funções exponenciais de base ‘e’ pode identificar facilmente a taxa de
crescimento ou decrescimento de um fenômeno.’’

R3 ‘‘Possui um crescimento e decrescimento muito alto, além disso ‘e’ possui integral e
derivada igual. Há uma fácil visualização e por isso é muito utilizada na ciência.’’.

Aula 02:

Nesta aula, os discentes assistiram a uma aula teórica de 80 minutos sobre no-
ções básicas de Modelagem Matemática com equações diferenciais e equações de diferen-
ças segundo Bassanezi (1999), Bassanezi (2014), Biembengut e Hein (2002) e Biembengut
(2009), depois eles responderam em 30 minutos ao ‘‘Quesionário 02’’ sobre os principais
pontos da aula.

Em resposta à solicitação do Questionário 02 ‘‘Descreva o que você entendeu
sobre Modelagem Matemática.’’, os discentes foram condizentes com Andrews e Mclone
(1976) que afirmam que um modelo matemático é um objeto matemático abstrato, sim-
plista representado uma parte da realidade:

R1 ‘‘Do fenômeno você tira inferências, dados, hipóteses (Teoria intrínseca). Através
disso você cria modelos simplistas e trabalha em cima do modelo, fazendo previsões
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sobre o fenômeno. Quanto mais o modelo se aproxima da realidade mais complexo,
mais difícil para ser aplicado, trabalha-se mais com o computador e a modelagem
fica mais precisa.’’

Por esta descrição percebe-se que os cursistas conseguiram descrever de forma
pertinente o processo de modelar matematicamente.

Para responder à solicitação ‘‘Descreva quais as principais características que
você percebeu sobre a Modelagem Matemática.’’ os estudantes utilizaram expressões
como:

R1 ‘‘... objetivo de fazer previsões de fenômenos estudados’’

R2 ‘‘Pesquisa teórica, criação de hipóteses, criação de modelos simples...’’

R3 ‘‘Trabalha com taxas de variação’’

Observando os depoimentos apresentados nas descrições, percebeu-se um en-
tendimento sobre os objetivos de fazer modelagem, por parte dos cursistas. Para prosse-
guimento das intervenções, seria necessário um conhecimento prévio dos discentes sobre
equações diferenciais e de diferenças, então a aula teórica nesta intervenção foi necessária.
Respostas na Figura 38.

Figura 38 – Você já tinha ouvido ou visto algo sobre equações diferenciais?

Fonte: Produzida pelo autor.
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Contudo, todos os discentes disseram não ter conhecimento sobre as Equações
de Diferenças, como é visto na Figura 39. Embora seja um assunto passível de ser tra-
balhado no ensino médio, compreender as equações de diferenças ou recorrências exige
um base matemática consistente, por parte do estudante. Este foi um dos itens que os
cursistas mais tiveram dúvidas durante as intervenções.

Figura 39 – Você já tinha ouvido ou visto algo sobre equações de diferenças?

Fonte: Produzida pelo autor.

Como dito na introdução desta dissertação, é importante a utilização da lin-
guagem matemática nas ciências em geral, principalmente nas exatas. Com este intuito
foi feita a solicitação aos alunos: ‘‘Descreva as características que você percebeu da mode-
lagem com equações diferenciais e de diferenças que poderão ser utilizadas no seu trabalho
como engenheiro.’’, Figura 40. Descrições dos cursistas corroboram a ideia de que com-
preenderam esta importância:

R1 ‘‘Como engenheiro esse tipo de modelagem pode ser usado para prever situações que
podem vir a ocorrer ao planejar um determinado trabalho, com essas previsões é
possível detectar possíveis erros que podem acontecer durante a execução, seja qual
for a área da engenharia.’’

R2 ‘‘São muito importantes na criação de modelos para a solução de problemas, com
intuito de se alcançar o máximo de veracidade com o fenômeno, para que se possa
chegar em margens seguras de utilização, podendo fazer previsões sobre aconteci-
mentos futuros.’’

R3 ‘‘A partir da modelagem é possível fazer previsões de determinados fenômenos, o
que pode facilitar na tomada de decisões importantes a respeito de algum projeto.
Como por exemplo, na engenharia de produção, quanto deve ser ofertado um certo
produto em um determinado tempo e local, sabendo como este é demandado por
aquela população, é possível fazer um modelo que permita auxiliar o quanto deve ser
ofertado de maneira que evite sobras ou falta do produto.’’
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Figura 40 – Descreva as características que você percebeu da modelagem com
equações diferenciais e de diferenças que poderão ser utilizadas no seu trabalho
como engenheiro.

Fonte: Produzida pelo autor.
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5.2.1 Experimentação utilizando os roteiros de construção

As atividades de experimentação utilizando os modelos descritos nos roteiros
de construção ocorreram a partir da Aula 03. Autores como Bassanezi (2014), Biembengut
(2012) e Blum et al. (2007) relatam que o tema a ser utilizado na modelagem deve surgir no
contexto dos estudantes, em situações que emerjam de questionamentos dos participantes
do processo de modelagem. Desta forma, a pesquisa utilizou modelos clássicos que fizessem
referências a temas recorrentes no cotidiano dos cursistas.

Na Aula 03, inicialmente o pesquisador utilizou o GeoGebra seguindo o roteiro
de construção do Modelo de Eliminação de álcool ingerido. Os discentes acompanharam as
etapas desta construção pelo projetor multimídia, construindo simultaneamente também
em seus computadores.

O modelo sobre eliminação do álcool despertou bastante interesse nos estu-
dantes que lembraram da ‘‘lei seca’’ Lei nº 11.705, de 19 de junho de 2008 (BRASIL,
2008) e Lei nº 12.760, de 20 de dezembro de 2012 (BRASIL, 2012). As alterações ocor-
ridas no Código Brasileiro de Trânsito provocaram a diminuição do máximo tolerável da
concentração de álcool no organismo dos condutores de veículos.

É importante salientar que o modelo da forma como foi trabalhado pelo pes-
quisador é de caráter simplista, pois leva em conta apenas a eliminação de álcool pelos
processos respiratórios e supõe que todo o álcool ingerido é absorvido pelo organismo.
Nesta etapa, os discentes compreenderam a importância de se conhecer as características
intrínsecas ao fenômeno estudado, pois ao serem solicitados ‘‘Descreva o que você perce-
beu sobre a importância do conhecimento sobre as características de um fenômeno para
modelá-lo matematicamente.’’ eles relataram:

R1 ‘‘A análise do comportamento do fenômeno, é totalmente dependente da teoria por
traz do acontecimento, pois é preciso entender quais são as variáveis e qual é o
comportamento e a função de cada uma para se poder modelar.’’

R2 ‘‘É extremamente importante conhecer as características de um fenômeno para modelá-
lo, pois é preciso inicialmente identificar o problema, formular hipóteses e fazer
previsões, sem estudá-lo é impossível passar por essas etapas.’’

O objetivo principal de contextualização das funções exponenciais foi atingido
durante a construção deste modelo, pois os cursistas perceberam que a função exponencial
de base natural apareceu como solução para definir o comportamento da eliminação do
álcool ingerido. A função exponencial não foi dada a princípio, nem citada antes do
processo de modelagem terminar.

As descrições dos estudantes atendendo ao pedido do Questionário 03 ‘‘Des-
creva como a metodologia impactou (positivamente ou negativamente) na sua compreen-
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são da ligação do fenômeno estudado e das funções exponenciais.’’corroboram a impor-
tância da metodologia neste processo de aprendizagem:

R1 ‘‘A metodologia foi de grande ajuda na compreensão do fenômeno, pois pode mostrar
o comportamento, principalmente a sua característica de decaimento exponencial,
que veio a mostrar como as funções exponenciais podem ser úteis na modelagem de
um problema.’’

R2 ‘‘O fato de ter tido uma explicação e em seguida uma demonstração do fenômeno e de
como a função dele se comportava quando jodado (sic) no Geogebra, possibilitou que
entendêssemos claramente que este fenômeno se comporta de maneira exponencial.’’

R3 ‘‘Foi interessante fazer uma ligação entre as funções exponenciais e a algo presente
em nosso cotidiano. Ajuda a ter uma maior compreensão das funções, pois essas
deixam de ser algo abstrato.’’

A importância da utilização do software GeoGebra também foi ressaltada nes-
tas descrições:

R4 ‘‘O fato de visualmente ter as coisas ‘acontecendo’ facilitou bastante o intendimento
(sic), também por ter utilizado um programa já conhecido, se tornou mais fácil a
compreensão.’’

R5 ‘‘Os métodos utilizados foram bem claros, facilitando o entendimento. O auxílio do
software Geogebra traz praticidade ao desenvolvimento de equações e desenho de
gráficos.’’

R6 ‘‘A metodologia foi essencial , pois facilitou bastante o entendimento, cujo foi feita
relações do dia-a-dia que contribuíram para um melhor desempenho. Incluindo a
utilização do software geogebra , que permitiu uma ampliação do rendimento na
aula.’’

Ainda na etapa de construção do Campo de Direções, relativo às taxas de vari-
ações, os discentes já conseguiam visualizar como o decaimento da concentração ocorreria.
Este fato pode ser confirmado pelas descrições feitas em resposta ao pedido ‘‘Descreva
como a utilização do campo de direções das taxas de variação no GeoGebra ajudou você
a identificar o comportamento final dos fenômenos como funções exponenciais.’’:

R1 ‘‘A característica do campo de direções ajuda a visualizar a tendencia de direções que
o gráfico de uma função vai ter.’’

R2 ‘‘Ajudou a compreender o sentido do movimento, no caso o decaimento, ela foi muito
boa para gerar uma aproximação da edo do modelo sem conhecer sua solução’’
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Os modelos da Lei do Resfriamento de Newton e de crescimento populacional
de Malthus foram explicados pelo pesquisador de maneira que os estudantes acompanha-
ram o processo fazendo suas próprias construções no GeoGebra. Nas Figuras 41, 42, 43 e
44 estão ilustradas duas construções de cada modelo, feitas pelos cursistas. Estas imagens
corroboram a ideia de que os estudantes compreenderam os procedimentos previstos nos
roteiros de construção.

Figura 41 – Construção do Modelo de resfriamento por um cursista.

Fonte: Produzida por um cursista.

Figura 42 – Construção do Modelo de resfriamento por outro cursista.

Fonte: Produzida por um cursista.
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Figura 43 – Construção do Modelo de Crescimento Populacional de Malthus
por um cursista.

Fonte: Produzida por um cursista.

Figura 44 – Construção do Modelo de Crescimento Populacional de Malthus
por outro cursista.

Fonte: Produzida por um cursista.

A solicitação ‘‘Descreva as características que você percebeu do fenômeno estu-
dado que o ligam a funções exponenciais e qual a importância da Modelagem Matemática
com o auxílio do GeoGebra para você perceber estas características.’’ do Questionário 03
foi tecida segundo a hipótese lançada durante a análise a priori de que a utilização da Mo-
delagem Matemática possibilitaria a contextualização do processo de ensino-aprendizagem
das Funções Exponenciais e Logarítmicas. Algumas respostas dos estudantes estão des-
critas a seguir:
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R1 ‘‘Foi possível perceber, previamente o comportamento que o modelo teria por se tratar
de um fenômeno que é descrito pela função exponencial, e além de tudo a modelagem
ajuda a perceber melhor tais características por tornar o fenômeno mais visível.’’

R2 ‘‘O fenômeno (eliminação do álcool no organismo), está relacionado diretamente à
concentração do álcool no organismo. Pela sua variação estar relacionada direta-
mente com seu valor, usamos uma função exponencial pra examinar este fenômeno,
já que as funções exponencias também têm essa características. Com o Geogebra, foi
possível visualizar a taxa de variação da função e, como a taxa de variação diminui
junto a concentração.’’

R3 ‘‘No fenômeno estudado foi possível perceber que as funções exponenciais estão pre-
sente, percebendo-se que a ligação entre tempo e concentração obedece um formato
de função exponencial. A Modelagem Matemática auxilia a fazer previsões a partir
de dados obtidos previamente, e o Geogebra ajuda a demonstrar graficamente a essa
modelagem.’’

Na Aula 04, os discentes deveriam construir modelos utilizando os conheci-
mentos adquiridos nas aulas anteriores sobres os comando do GeoGebra e a Modelagem
Matemática. Os modelos propostos para serem construídos foram o Modelo de Decai-
mento da Concentração de drogas no organismo e o Modelo de Decaimento Radioativo.
A Figura 45 ilustra os estudantes construindo os modelos.

Figura 45 – Estudantes construindo os modelos da Aula 04.

Fonte: Produzida pelo autor.

Os modelos seguiam a mesma dinâmica dos roteiros utilizados durante a Aula
03. Neste processo, os estudantes utilizaram os modelos para estimar concentrações de
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droga em determinado instante para certos parâmetros ou para estimar a meia vida de
substâncias radioativas.

Através do Questionário 04 (aplicado na Aula 05) foi verificado, nesta inter-
venção, se os estudantes perceberam a importância das taxas de variações e dos campos
de direções nas construções dos modelos. A solicitação referente a esta constatação foi ‘‘A
utilização das taxas de variação junto dos campos de direções ajudou você a relacionar os
fenômenos estudados com as funções exponenciais? Em caso afirmativo descreva como.’’.
Algumas descrições dos cursistas aparecem a seguir:

R1 ‘‘Sim, pois ao ver o expoente da função exponencial, podemos ver as taxas de cres-
cimento ou decrescimento, pois a taxa de variação é o número que acompanha
a função, segundo a regra da derivação da função exponencial natural. Quando
usamos o campo de direções, podemos visualizar como seria o comportamento de
determinado fenômeno, pois ele nos fornece a inclinação da função no gráfico.’’

R2 ‘‘Sim, pois com a ajuda deles era possível observar melhor como acontecia o compor-
tamento do gráfico, se ele ia crescer ou decrescer e em que sentido e direção.’’

Na Aula 05, para construir o Modelo de crescimento populacional Logístico
contínuo (Verhulst), os estudantes pesquisaram dados de cidades no site5 do IBGE. Os
dados pesquisados de cada cidade eram referentes às populações, segundo os Censos rea-
lizados entre os anos de 1970 e 2010.

Após participarem das construções os discentes responderam à solicitação do
Questionário 4 ‘‘Descreva suas impressões sobre a utilização das ferramentas de regressão
do GeoGebra para modelar o crescimento populacional através das teorias de Malthus
(crescimento exponencial) e de Verhulst (crescimento logístico) com os dados reais do
IBGE.’’, algumas descrições estão relacionadas a seguir:

R1 ‘‘As ferramentas de regressão do GeoGebra facilitam muito o trabalho com esse tipo
de dado relacionado a estatísticas, pois apenas com os dados coletados previamente
já é possível obter as equações referentes aos dados e assim traçar os gráficos, sendo
possível também, analisar facilmente a taxa de crescimento, e a população máxima,
ou mínima que uma população pode alcançar, isto no modelo de Verhulst.’’

R2 ‘‘Pode-se notar que em alguns casos ocorriam discrepância, mas na maioria das vezes
eram bem aproximado, tendo a de Verhulst se aplicando melhor.’’

R3 ‘‘Utilizando o GeoGebra era possível analisar como e quanto ia crescer ou decrescer a
população. E os dados do IBGE serviriam de uma base para que pudesse comparar
qual das teorias melhor se enquadravam na modelagem do fenômeno.’’

5<http://www.cidades.ibge.gov.br/v3/cidades/home-cidades>
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R4 ‘‘As teorias nos ajudaram a analisar e prevermos a população de uma cidade .Com as
ferramentas do geogebra poderíamos concluir se a população iria crescer ou decair
e perceber qual teoria se adequaria com o número real de população das cidades.’’

A Figura 46 ilustra os estudantes fazendo as construções da Aula 05.

Figura 46 – Estudantes construindo os modelos da Aula 05.

Fonte: Produzida pelo autor.

Para finalizar as intervenções na Aula 05, os estudantes responderam à soli-
citação ‘‘Descreva como as atividades desta aula ajudaram você a relacionar as funções
exponenciais e logarítmicas aos fenômenos estudados.’’. As descrições corroboram a vali-
dação positiva da utilização dos modelos para a contextualização do conteúdo de Funções
Exponenciais e Logarítmicas. Algumas descrições estão relacionadas a seguir:

R1 ‘‘Eu agora entendo porque a função ex é a mais usada, eu já sabia isso, mas não
sabia o porquê. Agora eu entendo que ela é mais utilizada, pela sua praticidade, pois
é fácil observar a taxa de variação de uma função, olhando o expoente da solução
da equação que descreve o fenômeno.’’

R2 ‘‘Devido à metodologia, por ser aplicado à um fenômeno real, possibilita visualizar
melhor o comportamento das funções.’’

R3 ‘‘Com as aulas, podemos notar as principais características dos fenômenos, e notar
a grande utilidade das funções exponenciais na modelagem, uma vez que muitos
fenômenos tem características exponenciais.’’
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R4 ‘‘As aulas ajudaram a entender como essas funções podem ser aplicadas na prática,
em fenômenos do cotidiano. Pois até o momento oque eu tinha visto ou aprendido
era apenas relacionado a parte algébrica da função.’’

R5 ‘‘Ao analisar cada fenômeno pude observar que seu comportamento está diretamente
ligado a sua função . Os problemas que apresentam tal decrescimento e crescimento
não podem ser expressadas por polinomiais ,então essas funções(exponencias e lo-
garítimicas) são básicas para sua resolução . Vemos em que podemos aplicar cada
função em fenômenos reais , já que durante muito tempo sabíamos sobre a parte
algébrica delas. Foi muito interessante !’’

Considerações

Durante a fase de experimentação, foi detectado pela análise dos questioná-
rios que os discentes perceberam a importância da utilização das Mídias Informáticas na
interpretação dos fenômenos estudados. Os seguintes trechos das descrições produzidas
pelos discentes corroboram esta análise:

R1 ‘‘O fato de visualmente ter as coisas ‘acontecendo’ facilitou bastante o intendimento,
também por ter utilizado um programa já conhecido, se tornou mais fácil a compre-
ensão.’’

R2 ‘‘...Observar essa modelagem no Geogebra ajuda a ter um entendimento maior da
variação de um fenômeno em função do tempo. Com suas ferramentas o estudo de
modelos se torna mais fácil.’’

R3 ‘‘...Os fenômenos da natureza muitas vezes são representados por equações, funções
, o geogebra trabalha com gráficos, para ajudar analisa-los e calcula coisas que
manualmente são complicadas de resolver.’’

R4 ‘‘A modelagem Matemática com o auxílio do geogebra é mais fácil perceber as mu-
danças ocorridas com mais facilidade e analisar o seu comportamento através de
um gráfico...’’

R5 ‘‘A importância da Modelagem, é que ela nos ajuda a prever o que irá acontecer, a
fazer suposições com o auxílio do software, e seus respectivos comandos. Consegue-se
ver graficamente e equacionalmente as possibilidades da necessidade em questão.’’

Nas descrições feitas em resposta às solicitações dos questionários, os estu-
dantes valorizaram a utilização dos modelos de crescimento e decaimento no estudo das
funções exponenciais e logarítmicas. Algumas descrições estão evidenciadas no seguintes
trechos:
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R1 ‘‘A metodologia foi de grande ajuda na compreensão do fenômeno, pois pode mostrar
o comportamento, principalmente a sua característica de decaimento exponencial,
que veio a mostrar como as funções exponenciais podem ser úteis na modelagem de
um problema.’’

R2 ‘‘Foi interessante fazer uma ligação entre as funções exponenciais e a algo presente
em nosso cotidiano. Ajuda a ter uma maior compreensão das funções, pois essas
deixam de ser algo abstrato.’’

R3 ‘‘As aulas ajudaram a entender como essas funções podem ser aplicadas na prática,
em fenômenos do cotidiano. Pois até o momento oque eu tinha visto ou aprendido
era apenas relacionado a parte algébrica da função.’’

Os discentes demonstraram compreender a importância das equações diferen-
ciais e das equações de diferenças na descrição de fenômenos físicos, químicos, biológicos
e sociais, pois relataram nas descrições:

R1 ‘‘A modelagem com equações diferencias nos permite avaliar o comportamento de
uma função em determinado intervalo de tempo. Já as de diferenças, nos permitem
avaliar o comportamento do fenômeno em certos instantes de tempo.A primeira
pode ser usada em intervalos contínuos para prever o crescimento e decrescimento
de populações. E a segunda para prever em certo instantes de tempo no passado ou
no futuro a situação avaliada.’’

R2 ‘‘Pensando de uma maneira geral percebe-se que você pode prever coisas que acontece-
rão tempos a frente como o clima pra construção e relevo.Serve em qualquer área de
engenharia exemplo disso evolução de doenças e vários. Além disso, para resolução
de problemas .’’

R3 ‘‘Como engenheiro Civil, pode-se usar para prever erros, economia de tempo e custo
da obra, melhor qualidade do projeto final, etc’’

A importância da Modelagem Matemática na construção do conhecimento
científico foi evidenciada pelas seguintes descrições dos estudantes:

R1 ‘‘É um procedimento que permite ao Engenheiro ou cientista prever o comportamento
de certo fenômeno, a partir de hipóteses e solução de um problema que se aproxima
da situação real.’’

R2 ‘‘É notório que é importante conhecer um fenômeno e suas respectivas características,
como no exemplo citado de hoje, que foi a Eliminação do álcool no sangue. Sabendo
as medidas de concentração de álcool no sangue, e dados físicos da pessoa, consegue-
se prever quanto tempo uma pessoa ‘bêbada’ demora para ‘voltar a si’. Então, pode-se
dizer que a importância é o conhecimento, a ‘previsão’ do que irá acontecer.’’
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R3 ‘‘É necessário conhecer as características do fenômeno, pois, a partir das leis que re-
gem o fenômeno em questão, podemos prever matematicamente seu comportamento,
a fim de avaliar e estudar seu estado em determinado tempo. Assim, em face a um
processo natural, podemos entender melhor como ele funciona, e, se necessário,
tomar medidas preventivas ou de reparação para o fenômeno.’’
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6 DISCUSSÃO DOS RESULTADOS

Esta seção tem o objetivo de discutir os resultados obtidos durante a fase de
experimentação. É importante que essa análise atinja a realidade da produção dos alunos,
desvelando seus procedimentos de raciocínio, segundo Pais (2015).

O processo de validação é fundamentado no confronto entre a análise a priori
e a análise a posteriori, de acordo com Carneiro (2005). Segundo Artigue (1996), o
confronto destas duas análises será utilizado para investigar o que foi considerado nas
hipóteses, verificando os resultados do processo.

Para fins de esclarecimento, serão detalhadas novamente as variáveis locais de-
finidas nas análises a priori e depois serão, ou não, validadas com os trechos das descrições
dos estudantes ou observações feitas pelo pesquisador sendo relacionados para justificar
a validação.

6.1 Análise a posteriori e validação

Esta análise apresentará, aula por aula, cada análise a priori, e depois a análise
a posteriori. Finalmente, em seguida, será feita, ou não, a validação de cada atividade.
No primeiro momento, serão analisadas as atividades das Aulas 01 e 02 que não utilizaram
o GeoGebra.

Aula 01

Atividade: Apresentação teórica, de 60 minutos, sobre as funções exponenciais e loga-
rítmicas segundo Lima et al. (2012a) e Lima (2013). No total, 15 discentes responderam
ao questionário.

Análise a priori: Era esperado que o estudante fosse capaz de relacionar conceitos
relativos às definições e caracterizações das funções exponenciais e logarítmicas.

Análise a posteriori: Os estudantes responderam ao Questionário 01 e os trechos R1,
R2, R3, R4 e R5 a seguir, indicam que os discentes souberam relacionar caracte-
rísticas e definições pertinentes às funções trabalhadas.

R1 ‘‘As funções exponenciais tem um crescimento e um decaimento muito rápido. Ela
á inversa da função logarítmica. Não é monótona injetiva. Ao usar a definição de
limite para derivada e o resultado não depender da variável ”x”, certamente ela é
uma função exponencial. A função exponencial transforma soma em produto.’’

R2 ‘‘As funções exponenciais são aquelas que crescem e decrescem muito rapidamente.
Ela é inversa da função logarítmica, com domínio R e contradomínio R+’’



102

R3 ‘‘A funções exponenciais são injetivas e monótonas’’

R4 ‘‘As funções exponenciais são inversas às funções logarítmicas, são funções exponen-
ciais de base ’e’, bijetoras, transforma soma em produto, e ajuda na modelagem
matemática como por exemplo no crescimento radioativo. Transformam números
Reais, em Reais positivos.’’

R5 ‘‘A função logarítmica tem o domínio real positivo e a imagem real e ela é o inverso
das exponenciais. A função logarítmica transforma produto em soma.’’

Validação: Pela comparação entre as análises a priori e a posteriori, desta atividade,
considera-se que o objetivo foi concluído.

Aula 02

Atividade: Explanação oral, com auxílio da lousa, de 80 minutos abordando algumas
noções de Modelagem Matemática, noções de equações diferenciais e de diferenças, noções
funções contínuas e discretas. No total, 13 estudantes responderam ao questionário 02.

Análise a priori: Era esperado que o discente relacionasse corretamente ideias refe-
rentes aos seguintes itens: i) modelagem matemática; ii) equações diferenciais; iii)
equações de diferenças; iv) funções contínuas e funções discretas.

Análise a posteriori: Os discentes conseguiram relacionar corretamente os ítens i), ii),
porém tiveram dificuldade e não conseguiram, em sua maioria, relacionar o item
iii), já o item iv) tiveram dificuldades, mas conseguiram relacionar algumas ideias:

i) modelagem matemática: Conseguiram explicitar características, como pode ser visto
em R1 e R2:

R1 ‘‘Do fenômeno você tira inferências, dados, hipóteses (Teoria intrínseca). Através
disso você cria modelos simplistas e trabalha em cima do modelo, fazendo previsões
sobre o fenômeno. Quanto mais o modelo se aproxima da realidade mais complexo,
mais difícil para ser aplicado, trabalha-se mais com o computador e a modelagem
fica mais precisa.’’

R2 ‘‘Modelagem é um processo de compreensão de algum fenômeno observado, partindo
da analise de dados, teorias e experimentações, para se obter de início um modelo
simples que futuramente possa ser refinado com intuito de se aproximar cada vez
mais da realidade observada.’’
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ii) equações diferenciais: Conseguiram relacionar características, como pode ser visto
em R3 e R4, parte desta compreensão deveu-se ao fato de já terem estudado tais
equações no BC&T:

R3 ‘‘...equações diferenciais são aquelas que envolvem derivadas,números e igualdades de
uma função’’

R4 ‘‘Antes do ingresso no curso superior não. Nas equações diferenciais, tem-se como
resposta funções; encontra-se taxas de variações (a taxa de variação é proporcional a
função); é a equação que tem derivada; mede-se e a partir da variação, descobre-se
funções.’’

iii) equações de diferenças: Disseram não conhecer e pouco compreenderam do que
foi explicado, como poder ser visto nos trechos R5 e R6:

R5 ‘‘...hoje foi a primeira vez que tive contato com este tipo de equação.’’

R6 ‘‘Não tinha ouvido antes, mas hoje obtive uma noção básica de que elas são analisadas
em intervalos.’’

iv) funções contínuas e funções discretas: Com dificuldades, conseguiram relacio-
nar, como poder ser visto nos trechos R7 e R8:

R7 ‘‘As funções discretas são aplicadas nas equações de diferenças, sendo que trabalham
apenas com os números inteiros. Já as funções contínuas são usadas nas equações
diferenciais, por terem a possibilidade de ser diferenciáveis em todo o seu domínio.’’

R8 ‘‘As funções discretas estão relacionadas a equações de diferenças e as continuas a
equações diferencias.’’

Validação : Pelo exposto, os objetivos dos itens i), ii) foram atingidos, o objetivo do
item iii) não foi atingido e o objetivo do item iv) foi atingido parcialmente.

Agora, as atividades das aulas 03, 04 e 05 serão analisadas, levando em contas
as hipóteses:

A) A utilização de computadores, com o software GeoGebra como recurso didático, fo-
menta as possibilidades de visualização, cálculo e interpretação;

B) O estudo das funções exponencial e logarítmica, através dos modelos de crescimento
e decaimento, melhora a compreensão destes conteúdos;

C) Há relação entre o estudo contextualizado das funções exponenciais e logarítmicas e
a aplicação do conteúdo aprendido em situações reais, pelos discentes;
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Aula 03

Após as atividades desta aula, 17 estudantes responderam ao questionário 03,
auxiliando na análise a posteriori.

Atividade: Construção do Modelo: ‘‘Eliminação de álcool ingerido’’ utilizando
o roteiro.

1º Passo: Hipótese envolvida: B)

Análise a priori: Assim, era esperado pelo professor que o estudante, a par de infor-
mações significantes contidas nos livros e internet, extraísse as ideias relevantes do
fenômeno de eliminação de álcool ingerido, para converter em linguagem matemá-
tica.

Análise a posteriori: Observando-se as construções feitas pelos discentes percebeu-se
que conseguiram traduzir informações, sobre o processo de eliminação de álcool do
organismo, em hipóteses sucintas que foram transformadas em linguagem matemá-
tica. Os relatos R1 e R2 mostra que os estudantes perceberam a importância de
se conhecer e utilizar as informações sobre o fenômeno.

R1 ‘‘É extremamente importante conhecer as características de um fenômeno para modelá-
lo, pois é preciso inicialmente identificar o problema,formular hipóteses e fazer pre-
visões, sem estudá-lo é impossível passar por essas etapas.’’

R2 ‘‘É notório que é importante conhecer um fenômeno e suas respectivas características,
como no exemplo citado de hoje, que foi a Eliminação do álcool no sangue... ’’

Validação : Através desta análise, tem-se que a hipótese envolvida foi validada.

2º Passo: Hipótese envolvida: A)

Análise a priori: No 2º passo, era esperado que o discente criasse um controle desli-
zante com intervalo pertinente para cada constante.

Análise a posteriori: Observando as construções dos discentes percebe-se que conse-
guiram criar controles deslizantes condizentes com os intervalos de variações das
constantes.

Validação: Por esta análise, conclui-se que a hipótese envolvida foi validada.

3º passo: Hipótese envolvida: A)
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Análise a priori: Neste passo, era esperado que o discente conseguisse vincular uma
função de duas variáveis relacionada à equação diferencial dc

dt
= −kc.

Análise a posteriori: Observando-se as construções dos discentes, na tela do computa-
dor, percebeu-se que conseguiram relacionar funções de duas variáveis às equações
diferenciais relacionadas ao modelo.

Validação: Esta análise confirma a validação da hipótese envolvida.

4º passo: Hipóteses envolvidas: A) e B)

Análise a priori: Esperava-se que o discente vinculasse o campo de direções às possíveis
soluções do sistema de equação diferencial, relacionado ao fenômeno. Também era
esperado que o discente conseguisse visualizar como o decaimento da concentração
ocorre.

Análise a posteriori: Os discentes conseguiram visualizar o comportamento da con-
centração em função do tempo, observando o campo de direções e já imaginavam
qual família de funções seriam as soluções. Os trechos R1, R2 e R3 ilustram esta
constatação.

R1 ‘‘A característica do campo de direções ajuda a visualizar a tendencia de direções que
o gráfico de uma função vai ter.’’

R2 ‘‘Com o auxilio do campo de direção, foi possível analisar o comportamento de decai-
mento do fenômeno, evidenciando o caráter exponencial dele.’’

R3 ‘‘Ajudou de forma, a aplicar diretamente o conhecimento oferecido, sendo que o
geogebra foi uma ferramenta essencial no entendimento, pois no campo de direções
me informava qual era o comportamento da função de acordo as variações eram
feitas em k e C0.’’

Validação: De acordo com esta análise, as hipóteses envolvidas foram validadas.

5º passo: Hipóteses envolvidas: A) e B)

Análise a priori: Desta forma, era esperado que o estudante vinculasse a tendência de
decaimento da concentração, prevista no campo de direções, à função exponencial
decrescente da solução.

Análise a posteriori: Foi observado que os discentes vincularam a solução gráfica do
sistema à uma função exponencial decrescente. Os seguintes trechos R1 e R2,
corroboram a constatação anterior.
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R1 ‘‘O tempo está diretamente ligado a quantidade inicial de álcool que estava no sangue,
decaindo exponencialmente. Quanto mais álcool , mais rápido será expulso do
corpo até que chegue uma hora que a partir daí ele começa a perder lentamente esse
álcool.’’

R2 ‘‘Foi possível perceber, previamente o comportamento que o modelo teria por se tratar
de um fenômeno que é descrito pela função exponencial, e além de tudo a
modelagem ajuda a perceber melhor tais características por tornar o fenômeno mais
visível.’’

Validação: Desta maneira, as hipóteses envolvidas foram validadas.

6º passo: Hipótese envolvida A)

Análise a priori: Esperava-se que o estudante conseguisse vincular o gráfico dinâmico,
a uma simulação do decaimento da concentração de álcool do organismo.

Análise a posteriori: Foi observado, que os estudantes vincularam o gráfico dinâmico
à uma simulação do decaimento da concentração. O trechos R1 confirma esta
afirmação.

R1 ‘‘A velocidade de decaimento, que é dependente da concentração atual, ligando a
ideia de variação relativa. Com o geogebra é possível ver o quão importante é essa
ligação.’’

Validação: Desta maneira, a hipótese envolvida foi validada.

7º passo: Hipóteses envolvidas: A) e B)

Análise a priori: Era esperado que o discente percebesse que quanto maior for c, ou
seja, quanto maior for a concentração de álcool, mais rápido esta concentração
decairá. Era esperado que o estudante percebesse este fato pela curvatura do gráfico,
que quanto mais verticalizada maior é a concentração.

Análise a posteriori: Os estudantes perceberam a relação do valor da concentração do
álcool e a velocidade de decaimento. Este fato foi constatado pela observação dos
diálogos entre os discentes e pelos trechos R1, R2 e R3, a seguir.

R1 ‘‘Quanto maior o valor inicial, mais rápido é o seu decaimento, ou dependo
do caso, crescimento. Os fenômenos da natureza muitas vezes são representados
por equacões, funções , o geogebra trabalha com gráficos, para ajudar analisa-los e
calcula coisas que manualmente são complicadas de resolver.’’



107

R2 ‘‘A velocidade de decaimento, que é dependente da concentração atual, ligando a
ideia de variação relativa. Com o geogebra é possível ver o quão importante é essa
ligação.’’

R3 ‘‘O tempo está diretamente ligado a quantidade inicial de álcool que estava no sangue,
decaindo exponencialmente. Quanto mais álcool , mais rápido será expulso do corpo
até que chegue uma hora que a partir daí ele começa a perder lentamente esse álcool.’’

Validação: Desta forma, as hipóteses envolvidas foram validadas.

8º passo: Hipótese envolvida: B)

Análise a priori: Era esperado que o estudante relacionasse o decaimento da concen-
tração de álcool do organismo à função exponencial de base e, dada como resposta
no 5º passo. Esperava-se também que o discente percebesse a vantagem de se escre-
ver a solução final como uma função do tipo exponencial sob a forma f(x) = beαx,
com a base e, porque esta expressão exibe explicitamente não apenas o valor inicial
b = f(0), como também o coeficiente α, que está intimamente ligado à taxa de
crescimento/decaimento de f .

Análise a posteriori: Os cursistas perceberam que a função exponencial de base na-
tural apareceu como solução para definir o comportamento da eliminação de álcool
do organismo. As observações e o trecho R1, corroboram esta constatação.

R1 ‘‘Eu agora entendo porque a função ex é a mais usada, eu já sabia isso, mas não
sabia o porquê. Agora eu entendo que ela é mais utilizada, pela sua praticidade, pois
é fácil observar a taxa de variação de uma função, olhando o expoente da solução
da equação que descreve o fenômeno.’’

Validação: A hipótese envolvida foi validada.

Atividade: Construção do Modelo: ‘‘Lei do resfriamento de Newton’’ utili-
zando o roteiro.

1º Passo: Hipótese envolvida: B)

Análise a priori: Assim, era esperado pelo professor que o estudante, a par de infor-
mações significantes contidas nos livros e na internet, extraísse as ideias relevantes
do fenômeno referente à Lei do resfriamento de Newton, para converter em lingua-
gem matemática.
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Análise a posteriori: Analisando-se as construções feitas pelos discentes notou-se que
conseguiram elencar as hipóteses relevantes sobre a Lei do resfriamento de New-
ton. Os discentes traduziram estas hipóteses do modelo em linguagem matemática,
usando o comando de texto do GeoGebra. Os relatos R1 e R2 mostra que os es-
tudantes perceberam a importância de se conhecer e utilizar as informações sobre
o fenômeno.

R1 ‘‘A análise do comportamento do fenômeno, é totalmente dependente da teoria
por traz do acontecimento, pois é preciso entender quais são as variáveis e qual
é o comportamento e a função de cada uma para se poder modelar.’’

R2 ‘‘Para a construção de um modelo matemático é necessário que se conheça, na maioria
das vezes, profundamente sobre o assunto com o qual irá trabalhar. Pois será
necessário estudar o fenômeno de acordo com o nível de complexidade do modelo
para que esse seja o mais próximo da realidade, por mais simples que seja.’’

Validação : Através desta análise, tem-se que a hipótese envolvida foi validada.

2º Passo: Hipótese envolvida: A)

Análise a priori: No 2º passo, era esperado que o discente criasse um controle desli-
zante com intervalo pertinente para cada constante.

Análise a posteriori: Observando as construções dos discentes, percebeu-se que con-
seguiram criar controles deslizantes condizentes com os intervalos de variações das
constantes, relativas à Lei de resfriamento de Newton.

Validação: Por esta análise, conclui-se que a hipótese envolvida foi validada.

3º passo: Hipótese envolvida: A)

Análise a priori: Desta maneira, era esperado neste passo que o discente conseguisse
vincular uma função de duas variáveis relacionada à equação diferencial dT

dt
=

−k(T − Ta), com Ta sendo a temperatura do ambiente.

Análise a posteriori: Observando-se as construções dos discentes, na tela do compu-
tador, Figura 47 por exemplo, percebeu-se que conseguiram relacionar funções de
duas variáveis às equações diferenciais relacionadas ao modelo.
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Figura 47 – Função de duas variáveis vinculada à equação diferencial

Fonte: Produzida pelo autor.

Validação: Esta análise confirma a validação da hipótese envolvida.

4º passo: Hipóteses envolvidas: A) e B)

Análise a priori: Desta maneira, esperava-se que o discente vinculasse o campo de
direções às possíveis soluções do sistema de equação diferencial relacionado ao fenô-
meno. Era esperado que o discente conseguisse visualizar como o decaimento da
diferença de temperatura ocorre.

Análise a posteriori: Os discentes conseguiram visualizar o comportamento da dife-
rença de temperatura, entre o corpo e o ambiente, em função do tempo. Eles
observaram o campo de direções e visualizaram as possíveis soluções. Esta consta-
tação, feita pelo pesquisador, foi motivada pela observação das falas dos discentes
que estavam criando os campos de direções: ‘‘Olha, as setas estão inclinadas para
baixo. Acho que a diferença de temperatura vai cair.’’, ‘‘Nossa! Consigo enxergar o
gráfico de uma função exponencial observando as setas.’’

Validação: De acordo com esta análise, as hipóteses envolvidas foram validadas.

5º passo: Hipóteses envolvidas: A) e B)

Análise a priori: Desta forma, era esperado que o estudante vinculasse a tendência de
decaimento da diferença de temperatura, prevista no campo de direções, à função
exponencial decrescente da solução.

Análise a posteriori: Foi observado que os discentes vincularam a solução gráfica do
sistema à uma função exponencial decrescente. Na figura 48, observa-se um exem-
plo, feito por um estudante, da solução gráfica. Os estudantes, ao analisar suas
produções, falaram por exemplo: ‘‘O campo de direções ‘margeia’ a função’’.



110

Figura 48 – Campo de direções e solução gráfica da equação diferencial, feitos
por um estudante

Fonte: Produzida pelo autor.

Validação: Desta maneira, as hipóteses envolvidas foram validadas.

6º passo: Hipótese envolvida A)

Análise a priori: Esperava-se que o estudante conseguisse vincular o gráfico dinâmico,
a uma simulação do decaimento da diferença de temperatura entre o corpo e o
ambiente.

Análise a posteriori: Foi observado, que os estudantes vincularam o gráfico dinâmico
à uma simulação do decaimento da concentração. Esta constatação foi motivada
por falas dos estudantes, como por exemplo: ‘‘Olha! O gráfico está sendo desenhado
na tela e posso controlar a velocidade e simular como ocorre na vida real.’’

Validação: Desta maneira, a hipótese envolvida foi validada.

7º passo: Hipóteses envolvidas: A) e B)

Análise a priori: Esperava-se que o estudante percebesse que quanto maior for dife-
rença de temperatura entre o corpo e o ambiente, mais rápido a temperatura T do
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corpo decairá. Era esperado que o estudante percebesse este fato pela curvatura do
gráfico, mais verticalizada quando a diferença de temperatura é maior.

Análise a posteriori: Os estudantes perceberam a relação da diferença de tempera-
tura, entre o corpo e o ambiente, e a velocidade de decaimento. Este fato foi cons-
tatado pela observação dos diálogos entre os discentes como: ‘‘O gráfico quando vai
passando o tempo ele fica cada vez mais reto’’ , ‘‘Perto do começo onde a diferença
de temperatura é maior o gráfico esta mais em pé.’’

Validação: Desta forma, as hipóteses envolvidas foram validadas.

8º passo: Hipótese envolvida: B)

Análise a priori: Era esperado que o estudante relacionasse o decaimento da diferença
de temperatura entre o corpo e o ambiente à função exponencial de base e, dada
como resposta no 5º passo. Esperava-se também que o discente percebesse a
vantagem de se escrever a solução final como uma função do tipo exponencial sob
a forma f(x) = beαx, com a base e, porque esta expressão exibe explicitamente não
apenas o valor inicial b = f(0), como também o coeficiente α, que está intimamente
ligado à taxa de crescimento/decaimento de f .

Análise a posteriori: Os cursistas perceberam que a função exponencial de base natu-
ral apareceu como solução para definir o comportamento do decaimento da diferença
de temperatura, entre o corpo e ambiente. As observações dos diálogos entre os es-
tudantes e o trecho R1, corroboram esta constatação.

R1 ‘‘A função exponencial de base ‘e’ apresenta inclinação igual à seu valor. Logo, a
variação dessa função sempre tem relação com seu valor. Ela nos permite avaliar
fenômenos em que o crescimento ou decrescimento tenha relação direta com sua
quantidade medida. Asim são muitos fenômenos naturais, logo, sempre é a melhor
opção avaliar tais fenômenos usando funções exponenciais.’’

Validação: A hipótese envolvida foi validada.

Atividade: Construção do Modelo: ‘‘Modelo de crescimento populacional de
Malthus’’, utilizando o roteiro.

1º Passo: Hipótese envolvida: B)
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Análise a priori: Assim, era esperado pelo professor que o estudante, a par de infor-
mações significantes contidas nos livros e internet, extraísse as ideias relevantes do
fenômeno de crescimento populacional segundo Malthus, para converter em lingua-
gem matemática.

Análise a posteriori: Analisando-se as construções feitas pelos discentes notou-se que
conseguiram elencar as hipóteses relevantes sobre a Lei do resfriamento de New-
ton. Os discentes traduziram estas hipóteses do modelo em linguagem matemática,
usando o comando de texto do GeoGebra.

Validação : Através desta análise, tem-se que a hipótese envolvida foi validada.

2º Passo: Hipótese envolvida: A)

Análise a priori: No 2º passo, era esperado que o discente criasse um controle desli-
zante com intervalo pertinente para cada constante.

Análise a posteriori: Observando as construções dos discentes, percebeu-se que con-
seguiram criar controles deslizantes condizentes com os intervalos de variações das
constantes, relativas à Lei de resfriamento de Newton. A Figura 49 ilustra esta
constatação.

Figura 49 – Controles deslizantes construídos por um dos cursistas

Fonte: Produzida pelo autor.

Validação: Por esta análise, conclui-se que a hipótese envolvida foi validada.

3º passo: Hipótese envolvida: A)
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Análise a priori: Desta maneira, era esperado neste passo que o discente conseguisse
vincular uma função de duas variáveis relacionada à equação diferencial dP

dt
= kP .

Análise a posteriori: Observando-se as construções dos discentes, na tela do compu-
tador, Figura 50 por exemplo, percebeu-se que conseguiram relacionar funções de
duas variáveis às equações diferenciais relacionadas ao modelo.

Figura 50 – Exemplos de Função de duas variáveis vinculada à equação dife-
rencial do modelo malthusiano

Fonte: Produzida pelo autor.

Validação: Esta análise confirma a validação da hipótese envolvida.

4º passo: Hipóteses envolvidas: A) e B)

Análise a priori: Desta maneira, era esperado que o discente vinculasse o campo de
direções às possíveis soluções do sistema de equação diferencial relacionado ao fenô-
meno. Era esperado que o discente conseguisse visualizar como o crescimento po-
pulacional ocorre.

Análise a posteriori: Os discentes conseguiram visualizar o comportamento, do tama-
nho da população, em função do tempo. Eles observaram o campo de direções
e visualizaram as possíveis soluções. Esta constatação, feita pelo pesquisador, foi
motivada pela observação das falas dos discentes que estavam criando os campos
de direções: ‘‘Os segmentos estão inclinadas para cima. A população vai aumen-
tar.’’, ‘‘Nossa! Consigo enxergar o gráfico de uma função exponencial observando
os segmentos.’’

Validação: De acordo com esta análise, as hipóteses envolvidas foram validadas.

5º passo: Hipóteses envolvidas: A) e B)

Análise a priori: Desta forma, era esperado que o estudante vinculasse a tendência
de crescimento da população, prevista no campo de direções, à função exponencial
crescente da solução.
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Análise a posteriori: Foi observado que os discentes vincularam a solução gráfica do
sistema à uma função exponencial crescente. Na figura 51, observa-se um exem-
plo, feito por um estudante, da solução gráfica. Os estudantes, ao analisar suas
produções, falaram por exemplo: ‘‘O campo de direções ‘margeia’ a função’’.

Figura 51 – Campo de direções e solução gráfica da equação diferencial, feitos
por um estudante

Fonte: Produzida pelo autor.

Validação: Desta maneira, as hipóteses envolvidas foram validadas.

6º passo: Hipótese envolvida A)

Análise a priori: Esperava-se que o estudante conseguisse vincular o gráfico dinâmico,
a uma simulação do crescimento da população.

Análise a posteriori: Foi observado, que os estudantes vincularam o gráfico dinâmico
à uma simulação do crescimento populacional. Esta constatação foi motivada por
falas dos estudantes, como por exemplo: ‘‘Hum! O gráfico está sendo desenhado na
tela e posso controlar a velocidade e simular como a população cresce realmente.’’

Validação: Desta maneira, a hipótese envolvida foi validada.
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7º passo: Hipóteses envolvidas: A) e B)

Análise a priori: Era esperado que o discente percebesse que quanto maior for a popu-
lação, mais rápido esta população crescerá. Era esperado que o estudante percebesse
este fato pela curvatura do gráfico, mais verticalizada quando a população for maior.

Análise a posteriori: Os estudantes perceberam a relação o tamanho da população e
a velocidade de crescimento. Este fato foi constatado pela observação dos diálogos
entre os discentes como: ‘‘O gráfico quando vai passando o tempo ele fica cada vez
mais vertical’’ , ‘‘À medida que o tempo passa o gráfico fica mais em pé.’’

Validação: Desta forma, as hipóteses envolvidas foram validadas.

8º passo: Hipótese envolvida: B)

Análise a priori: Era esperado que o estudante relacionasse o crescimento populacional
à função exponencial de base e, dada como resposta no 5º passo. Esperava-se
também que o discente percebesse a vantagem de se escrever a solução final como
uma função do tipo exponencial sob a forma f(x) = beαx, com a base e, porque esta
expressão exibe explicitamente não apenas o valor inicial b = f(0) como também o
coeficiente α, que está intimamente ligado à taxa de crescimento/decaimento de f .

Análise a posteriori: Os cursistas perceberam que a função exponencial de base natu-
ral apareceu como solução para definir o comportamento do decaimento da diferença
de temperatura, entre o corpo e ambiente. As observações dos diálogos entre os es-
tudantes e o trecho R1, corroboram esta constatação.

R1 ‘‘Eu agora entendo porque a função ex é a mais usada, eu já sabia isso, mas não
sabia o porquê. Agora eu entendo que ela é mais utilizada, pela sua praticidade, pois
é fácil observar a taxa de variação de uma função, olhando o expoente da solução
da equação que descreve o fenômeno.’’

Validação: A hipótese envolvida foi validada.

Aula 04:

Atividade: Construção dos Modelos: ‘‘Decaimento Radioativo’’ e ‘‘Eliminação
de drogas do organismo’’ utilizando o roteiro.

Hipóteses envolvidas: A) e B)
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Análise a priori: Desta forma, era esperado que os estudantes construíssem os modelos
e percebessem a importância das taxas de variações e dos campos de direções nas
construções dos modelos.

Análise a posteriori: Foi verificado, nesta intervenção, que os estudantes perceberam
a importância das taxas de variações e dos campos de direções nas construções dos
modelos. . Algumas descrições dos cursistas, aparecem a seguir e corroboram esta
constatação:

R1 ‘‘Sim, pois ao ver o expoente da função exponencial, podemos ver as taxas de cres-
cimento ou decrescimento, pois a taxa de variação é o número que acompanha
a função, segundo a regra da derivação da função exponencial natural. Quando
usamos o campo de direções, podemos visualizar como seria o comportamento de
determinado fenômeno, pois ele nos fornece a inclinação da função no gráfico.’’

R2 ‘‘Sim, pois com a ajuda deles era possível observar melhor como acontecia o compor-
tamento do gráfico, se ele ia crescer ou decrescer e em que sentido e direção.’’

Validação: As hipóteses envolvidas foram validadas.

Aula 05:

Atividade: Construção dos Modelo de crescimento populacional Logístico con-
tínuo (Verhulst)

Hipóteses envolvidas: A), B) e C)

Análise a priori: Esperava-se que o estudante conseguisse relacionar, da melhor ma-
neira possível, através do ajuste de curvas do GeoGebra os dados populacionais
e as funções exponenciais. Também era esperado, que o estudante comparasse a
construção do modelo de Malthus com a construção do modelo de Verhulst e que o
estudante obtivesse autonomia para trabalhar com os dados e propor novas relações.

Análise a posteriori: Os estudantes conseguiram construir e relacionar através do ajuste
de curvas do GeoGebra os dados populacionais e as funções exponenciais, como foi
constatado nas construções na tela de cada computador. Eles compararam e deixa-
ram suas impressões sobre os modelos de Malthus e Verhulst. Finalmente, ressalta-se
que dois estudantes durante a aula 05, na construção dos modelos utilizando os da-
dos do IBGE, perceberam que os dados sobre os censos populacionais, de algumas
cidades com cursos universitários, eram melhor indexados com curvas de regressão
senoidal. Neste ponto os discentes demonstraram interesse em utilizar a Modelagem
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Matemática para estudar a hipótese de que a variação populacional de cidades com
perfil de centro universitário e com grande rotatividade populacional tem curva po-
pulacional em função do tempo representada por uma senoide. A Figura 52 ilustra
um dos estudantes modelando a situação supracitada com um curva senoidal. Estes
discentes, procuraram este pesquisador é informaram que deram início ao processo
de construção do Trabalho de Conclusão de Curso utilizando as funções senoidais
em um das etapas de modelagem do crescimento populacional de espécies sazonais.

Figura 52 – Estudante relacionando variação populacional com uma curva se-
noidal.

Fonte: Produzida pelo autor.

O fato supracitado é validado por Bassanezi (2014) que relata que o processo de Mo-
delagem Matemática deve se iniciar através de questões emergentes das discussões
do atores envolvidos neste processo.

Validação: As hipóteses envolvidas foram validadas.

Análises finais

A utilização dos modelos de crescimento e decaimento se mostrou eficaz para
contextualizar o processo de ensino-aprendizagem das funções exponenciais e logarítmi-
cas. As seguintes descrições referentes à solicitação do questionário 4 ‘‘Descreva como as
atividades desta aula ajudaram você a relacionar as funções exponenciais e logarítmicas
aos fenômenos estudados.’’ corroboram esta afirmação:

R1 ‘‘Entender os modelos de crescimento e decaimento, ajuda de forma significativa o
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entendimento prático das funções logarítmicas e exponenciais. O ensino baseado na
prática pode ser muito útil pra entendimento dessas funções no geral.’’

R2 ‘‘Devido à metodologia, por ser aplicado à um fenômeno real, possibilita visualizar
melhor o comportamento das funções.’’

R3 ‘‘Com as aulas, podemos notar as principais características dos fenômenos, e notar
a grande utilidade das funções exponenciais na modelagem, uma vez que muitos
fenômenos tem características exponenciais.’’

R4 ‘‘As aulas ajudaram a entender como essas funções podem ser aplicadas na prática,
em fenômenos do cotidiano. Pois até o momento oque eu tinha visto ou aprendido
era apenas relacionado a parte algébrica da função.’’

R5 ‘‘Nota-se que elas ajudaram ao relacionar as funções com aplicação na realidade.’’

Constatou-se que a utilização dos modelos proporcionou aos estudantes a com-
preensão da utilidade da Modelagem Matemática para as carreiras dos mesmos como
engenheiros. Este fato pode ser confirmado pelas seguintes descrições presentes nos ques-
tionários:

R1 ‘‘Como engenheiro Civil, pode-se usar para prever erros, economia de tempo e custo
da obra, melhor qualidade do projeto final, etc’’

R2 ‘‘Como engenheiro esse tipo de modelagem pode ser usado para prever situações que
podem vir a ocorrer ao planejar um determinado trabalho, com essas previsões é
possível detectar possíveis erros que podem acontecer durante a execução, seja qual
for a área da engenharia.’’

R3 ‘‘A partir da modelagem é possível fazer previsões de determinados fenômenos, oque
pode facilitar na tomada de decisões importantes a respeito de algum projeto. Como
por exemplo, na engenharia de produção, quanto deve ser ofertado um certo produto
em um determinado tempo e local, sabendo como este é demandado por aquela
população, é possível fazer um modelo que permita auxiliar o quanto deve ser ofertado
de maneira que evite sobras ou falta do produto.’’

R4 ‘‘Pensando de uma maneira geral percebe-se que você pode prever coisas que acontece-
rão tempos a frente como o clima pra construção e relevo.Serve em qualquer área de
engenharia exemplo disso evolução de doenças e vários. Além disso, para resolução
de problemas .’’
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7 CONSIDERAÇÕES FINAIS E PERSPECTIVAS FUTURAS

O processo de construção de uma dissertação é complexo e exige tempo e
dedicação. Esta dissertação foi importante na construção do conhecimento e possibilitou
a compreensão de várias teorias e processos.

Ao longo do processo de execução das etapas do projeto várias fatores influ-
enciaram positivamente o andamento dos trabalhos. Influências como comunicação eficaz
da equipe de trabalho, condições satisfatórias e estrutura de funcionamento do Labora-
tório de Simulação Computacional, quantidade suficiente de material bibliográfico para
fundamentação teórica e participação engajada dos estudantes nas intervenções didáticas.

Um dos objetivos que era propor sequências didáticas que auxiliem no pro-
cesso de ensino-aprendizagem de funções exponenciais e logarítmicas para os discentes da
Universidade Federal dos Vales do Jequitinhonha e Mucuri, Campus Mucuri, foi atingido
de maneira satisfatória pois, segundo os cursistas:

‘‘Entender os modelos de crescimento e decaimento, ajuda de forma significa-
tiva o entendimento prático das funções logarítmicas e exponenciais. O ensino baseado na
prática pode ser muito útil pra (sic) entendimento dessas funções no geral.’’

‘‘Com as aulas, podemos notar as principais características dos fenômenos,
e notar a grande utilidade das funções exponenciais na modelagem, uma vez que muitos
fenômenos tem características exponenciais.’’

‘‘Ao analisar cada fenômeno pude observar que seu comportamento está direta-
mente ligado a sua função . Os problemas que apresentam tal decrescimento e crescimento
não podem ser expressadas por polinomiais, então essas funções (exponencias e logarít-
micas) são básicas para sua resolução. Vemos em que podemos aplicar cada função em
fenômenos reais, já que durante muito tempo sabíamos sobre a parte algébrica delas. Foi
muito interessante !’’

Durante as intervenções surgiram ideias e novas motivações da parte dos cur-
sistas. Com apontamento extremamente interessante dos resultados obtidos, ressalta-se o
fato ocorrido na Aula 05, por exemplo, quando os estudantes estavam analisando o cres-
cimento populacional de algumas cidades e perceberam que os dados de algumas cidades
com polos universitários se enquadravam melhor em gráficos de funções senoidais, sur-
giu então o questionamento se haveria alguma relação. Estes questionamentos durante o
processo e surgimento de ideias está intimamente ligado ao fazer Modelagem Matemática
Bassanezi (2014).

Finalmente, este trabalho abriu possibilidades de concepção de propostas de
intervenções didáticas que visem de fato experiências em sala de aula que contribuam
para a compreensão das especificidades matemáticas relativas às funções estudadas.

Para futuros estudos e projetos esta pesquisa pode servir como sugestão de
aplicação em sala de aula, guardadas as especificidades de cada ambiente de ensino, bem
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como ponto de partida de novas investigações utilizando a Modelagem Matemática, o
software GeoGebra e Engenharia Didática como metodologia de pesquisa.

Nesta ocasião é importante ressaltar a existência de outros modelos de cres-
cimento e decaimento que poderiam ser tratados na pesquisa e que exploram as funções
exponenciais e logarítmicas e que não foram tratados por falta de tempo. Em referên-
cias como Zill (2003), Bassanezi (2012), Nagle, Saff e Snider (2012), por exemplo,
encontram-se mais opções de modelos deste tipo.

Finalmente, um fator a ressaltar é a importância de um bom e detalhado
planejamento das atividades para o andamento de forma correta da pesquisa e também
da organização das informações. O trabalho de Fonseca (2012) ilustra a correta utilização
da Engenharia Didática neste aspecto.
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